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Presentacion

Este documento esta dirigido a todo aquel que necesite recordar conocimientos
matematicos sobre teoria de conjuntos, combinatoria y teoria de grafos, en especial a
los estudiantes de primer y segundo afio de ingenieria informatica. También para todo

aquel que necesite una guia rapida de conceptos.

e Teoria de conjuntos.- Con ella se entiende mejor la logica matematica, la
matematica combinatoria, la especificacion de lenguajes de programacion y la

teoria de automatas y computacion.

e (Combinatoria.- Necesaria para todos los ambitos: desde estadistica al analisis

de algoritmos.

e Teoria de grafos.- En esta se basan muchas de las técnicas avanzadas de

programacion.

No se ha pretendido sustituir a ninglin tratado matematico, sino construir una
guia de conceptos, los cuales se presentan de una manera mas intuitiva que formal, no

entrando en demostraciones matematicas.

Este documento nace de la experiencia propia de volver a estudiar una carrera
universitaria después de varios afios en la vida laboral. Esta pasa por volver a recordar
muchos conceptos olvidados, que se supone que se saben, y que, por tanto, se pasan

por alto o se tratan de manera superficial.



Aviso de derechos de autor

El autor se reserva todos los derechos. No obstante, el lector lo puede imprimir
cuantas veces necesite y también lo puede transmitir por cualquier medio. Cualquier

otro uso precisa del permiso previo y por escrito del autor.

Roberto J. de la Fuente Lopez



CAPITULO 1.- TEORIA DE CONJUNTOS

1.1. ;OUE ES UN CONJUNTO?

Un conjunto es una coleccion de objetos distintos (simples o compuestos),
llamados elementos, que tienen alguna propiedad en comun, y que ademas la
cumplen todos ellos. Esta coleccion puede ser finita o infinita (hasta que se llegue a
los conjuntos infinitos, en adelante se hablara de conjuntos finitos). Ademas, como es
una coleccion, el orden en que se den a conocer los elementos del conjunto es

irrelevante.

Dado un conjunto cualquiera, se identificara por una letra mayuscula. Esto

(13

es mas intuitivo que si cada vez que operamos con ¢él, se tuviese que llamar “el

conjunto de elementos que cumplen....”.

Para representar un conjunto de forma textual, se delimitan los elementos

entre llaves y lo llamamos con una letra mayuscula, de la forma:
A = {elementos}
Los elementos de un conjunto se pueden describir de dos formas:
¢ En extension o lista.- Por la expresion de todos y cada uno de sus elementos,
separados por comas. Aqui la propiedad estd implicita en las caracteristicas de

la lista de elementos. Por ejemplo

A={ab,c,d}
B={1,2,3,4,5}
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Si identificamos de forma genérica los elementos de un conjunto con letras,

esto se hara con minusculas (como en el conjunto A del ejemplo anterior).

e Por comprension.- Por la declaracion formal de una propiedad que cumplen
todos y cada uno de sus elementos. Es posible que un mismo conjunto pueda
tener varias declaraciones equivalentes. Cuando se trata de conjuntos formales,

si P es la propiedad que cumplen los elementos del conjunto, la descripcion
A={a/P(a)}
significa que A es el conjunto de elementos a, tal que cumplen la propiedad P.
En conjuntos que tienen muchos elementos, lo normal es que estos se describan
por comprension. ;Porqué? porque si se hiciera en extension, serian poco claros o
ilegibles, ademas de requerir mucho tiempo para escribir todos los elementos.

Cuando un conjunto tiene pocos elementos, este se puede representar de forma
grafica. Tradicionalmente se ha realizado mediante los diagramas de Venn: Se
representan los elementos del conjunto dentro del area delimitada por una curva o
poligono cerrado, (normalmente una circunferencia o una elipse), y que se etiqueta

con el nombre del conjunto.

Ejemplo 1.1

A=1{123457

Figura 1.1. Representacion en extension y con diagrama de Venn

Ejemplo 1.2

Sea el conjunto de alumnos de una academia X, los cuales reciben clases de

matematicas, que llamaremos A. Tenemos matriculados en matemadticas a Juan,
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Maria, Pedro, Santiago, Eva, Carmen y Angel, que denotamos por la letra

minuscula que corresponde a la inicial del nombre.

El conjunto A definido en extension sera A ={j,m,p,s,e,c,a}

e El conjunto A definido por comprension por A= { a / alumnos de la academia

X que reciben clases de matematicas}, o por A= {a / Matematicas(a)}

e Siresulta que las clases de matematicas se dan en el aula 0.11, y este aula solo
se utiliza para matemadticas, podriamos tener una segunda definicion por
comprension A= {a / alumnos de la academia X que reciben clases en el aula

0.11}

e Y silo representamos con un diagrama de Venn,

Figura 1.2. Representacion con diagrama de Venn del ejemplo 1.3.

Podemos tener un conjunto que no tenga elementos: en este caso se denota por el
simbolo del conjunto vacio “ @ ”, o por el conjunto sin elementos “{ }”. Su
representacion grafica con diagramas de Venn sera una curva o poligono cerrado,

etiquetado con su nombre y sin ningin elemento dentro.

Ejemplo 1.3

Sea B un conjunto B = {b / alumnos de la academia X que reciban clases de
esperanto}. Sabemos que en esta academia no hay ningin alumno. Esto se
denotaria como B = @ o como B = {} (Notar que aqui no hay llaves: @ es el

nombre de un conjunto especial y no el simbolo de algin elemento)
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La pertenencia de un elemento a un conjunto se denota por el simbolo =. La no

pertenencia se denota por el simbolo .

Ejemplo 1.4

e FElemento Juan pertenece a A se expresa: j € A

e Si existe un alumno de la misma academia llamado Bernardo, pero que no

recibe clases de matematicas, b no pertenece a A, expresandose: b € A

1.2. CARDINAL DE UN CONJUNTO FINITO

De momento solo se dara la definicion de cardinalidad para un conjunto finito.
Asi, dado el conjunto finito A, la cardinalidad de este conjunto es el nimero de

elementos distintos de A, y se denota por |A| o por #A.

Ejemplo 1.5

En el ejemplo 1.3 de alumnos de matematicas, la cardinalidad de A es: |A|=7

La cardinalidad del conjunto vacio siempre es cero.
Ejemplo 1.6
Sea el conjunto C={1,2,4,5,2}. ;Cuél es su cardinalidad? Se ha definido un

conjunto como una agrupacion de elementos distintos. |C| = 4 ya que el elemento 2

esta repetido.
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1.3. DOS RELACIONES ENTRE CONJUNTOS: IGUALDAD E INCLUSION

Posteriormente se definird lo que son las relaciones entre conjuntos y se
expondran las propiedades de estas dos (igualdad e inclusidon), pero de momento
definiremos la pertenencia de un conjunto a otro conjunto y la igualdad entre

conjuntos.

Con esta relacion definimos la inclusion de conjuntos. Dados dos conjuntos,

A={ a/alumnos de matematicas de la academia X}

X={ x / alumnos de la academia X}

se dice que A estd incluido en X (A es parte de X, A esta contenido en X) si se da una

de estas dos condiciones:

e Si todos los elementos de A también pertenecen a X, pero no todos los

elementos de X estan en A.

e Si todos los elementos de A también pertenecen a X, y todos los elementos de
X pertenecen a A. Este es un caso particular, en el que se dice que los
conjuntos A y X son iguales (recordar aqui que el orden de los elementos no

es relevante), denotandose por A = X.

Si se cumple alguna de estas dos condiciones, se dice que A es un subconjunto de
X, y lo denotamos como A <= X. Si hay otro conjunto B que no cumple ninguna de

ellas, se dice que B no es un subconjunto de X, y se denota como B & X.

Si se cumple solo la primera condicion se dice que A es un subconjunto propio

de X. También se dice que X es un superconjunto de A.

Algunos autores (sobre todo anglosajones) distinguen la notacioén de inclusion de
conjuntos dependiendo de la propiedad que cumple. Asi denotan con = los

subconjuntos propios, y denotan la manera general (subconjunto propio o conjuntos
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iguales) con = . Aqui utilizaremos el simbolo = de manera general, indicando en

ocasiones la otra notacion.

Mas adelante se veran las relaciones entre conjuntos y serd entonces cuando

veremos las propiedades de la relacion de inclusion.

Ejemplo 1.7

En nuestro ejemplo de la academia ;el conjunto vacio estd incluido en X (conjunto

sin alumnos)? y ¢, A es subconjunto de si mismo?

e El conjunto vacio SIEMPRE cumple la primera condicion, luego estara

incluido en cualquier conjunto. Asi @ < X.

e A cumple la segunda propiedad (A=A), por lo que es subconjunto de si

mismo.

Si A = B, su representacion grafica con diagramas de Venn serd dibujando
una curva o poligono cerrado para B y dentro de €l otra curva o poligono cerrado para
A con sus elementos; los elementos de B que no pertenezcan a A, si los hubiera,
estaran dentro de la primera curva (exterior) pero fuera de la segunda (interior). Dado

que los elementos de A también estan dentro de B, estos también pertenecen a B.
Ejemplo 1.8
Sigamos con el ejemplo de alumnos de matematicas de la academia X,
A= { a/alumnos de la academia X que reciben clases de matematicas}
Definamos ahora un conjunto B,

B= {b/ chicas de la academia X que reciben clases de matematicas}

De forma que queda que A={j,m,p,s,e,c,a} y B={m,e,c}
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Su representacion grafica sera

Figura 1.3. Diagrama de Venn de la inclusion de conjuntos

Ejemplo 1.9

Dados A={2,4,6,8} y B={2,4,2,6,8,4} ;A = B?.

Aunque B tenga elementos repetidos, en la definicion de conjuntos se ha

establecido que son elementos distintos, luego los dos conjuntos son iguales,

pudiendo expresarse que A =B

1.4. CONJUNTOS ESPECIALES

Uno de ellos, que ya se ha visto, que es el conjunto vacio, denotado por O.
Otro de ellos, el conjunto particiones de un conjunto, se vera después de las

operaciones entre conjuntos.

1.4.1. Conjunto universal

Es el conjunto de TODOS los elementos posibles y lo denotamos con X.

(Como hemos dicho antes, de momento vamos a considerar conjuntos de cardinalidad

finita).
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Para su representacion grafica con diagramas de Venn, lo vamos a denotar con
un rectangulo que contiene los subconjuntos de X y que etiquetaremos con el nombre

X

Ejemplo 1.10

Continuando con el ejemplo de la academia, X representa el conjunto de todos los
alumnos, luego se le puede considerar como el conjunto universal de alumnos.
Contendra al conjunto A de los que reciben clases de matematicas (A es un
subconjunto de X) y al resto de elementos, los alumnos que no reciben clases de

matematicas (en nuestro ejemplo, el elemento b)

X={j,m,p,s,e,c,a,b}

X

bl

Figura 1.4. Diagrama de Venn para conjunto universal “academia’

1.4.2. Conjunto “partes de un conjunto” o conjunto potencia

Sea X el conjunto universal, el conjunto partes de un conjunto (o conjunto de
las partes de X) es otro conjunto donde cada elemento es cada uno de los
subconjuntos que se pueden formar con los elementos de X (todos los subconjuntos

posibles). También se le denomina como “conjunto potencia de X”, y se denota por &

(X). Por comprension se define como
PX)={A/AcX}

En extension este conjunto contiene:
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e Todos los subconjuntos de cardinalidad 0. En este caso es el conjunto vacio
e Todos los subconjuntos de cardinalidad 1

e Todos los subconjuntos de cardinalidad 2

e Todos los subconjuntos de cardinalidad |X|. En este caso es uno, precisamente

el conjunto X.

Ejemplo 1.11

Continuando con el ejemplo, X = { x / alumnos de la academia X}

PX)={0,{j},...0m}, ..., §mp}, ..., X}

Se hace hincapi¢ en este detalle: @ y X también pertenecen al conjunto
potencia de X, ya que ambas cumplen con alguna de las condiciones para la

inclusion de conjuntos.

El cardinal del conjunto potencia, dado que X es finito, serd la suma del
nimero de combinaciones (ver combinatoria, capitulo 2 punto 2.5) posibles de
cardinalidad 1, mas el nimero de combinaciones de cardinalidad 2, mas...., mas el

nimero de combinaciones de cardinalidad X. Asi nos queda el sumatorio:

11

Z m!
n! (m-n})!

=

Donde m = |X]| y n la cardinalidad de cada grupo de combinaciones. Operando este

sumatorio (no se demostraré aqui) se llega a la conclusion de que | 7 (X) |=2 "
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Ejemplo 1.12

Siguiendo en la academia, la cardinalidad del conjunto potencia de X es

e C(Calculando el sumatorio 1+7+21+35+35+21+7+1 = 128 elementos

e Utilizando la formula abreviada | # (X) | = 2= 128 elementos.

1.5. OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

El resultado de una operacion con conjuntos finitos es cerrada (es siempre otro
conjunto finito). Dados dos conjuntos A 'y B, tal que A — X y B <= X, siendo X el

conjunto universal, vamos a definir sus operaciones y propiedades.

e Operaciones.- Union, interseccion, complementario de un conjunto dado y

diferencia entre conjuntos.

e Propiedades.- Asociatividad, conmutatividad, idempotencia, distributividad,
elemento neutro, elemento universal, elemento infimo, ley de simplificacion o
absorcion, complementario para la unién, complementario para la interseccion
y leyes de “de Morgan”.

1.5.1 Operaciones

Se tienen las siguientes operaciones entre conjuntos:

e Unién de conjuntos.- Serd otro conjunto al que perteneceran los elementos

pertenecientes a A, los elementos pertenecientes a B y, si existen, los
elementos que pertenezcan a ambos. Se denota por A | B, y, como es un

conjunto, (A U B) = X; por comprension podremos definirlo como

AlJB={x/x e Aobienx € B}
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Su representacion en diagramas de Venn (zona sombreada):

pd X

Figura 1.5. Diagramas de Venn para la unién de conjuntos. Izquierda con elementos comunes

en la interseccion (ver a continuacion) y a la derecha sin ellos.

. Interseccion de conjuntos.- Serd otro conjunto al que perteneceran los

elementos que pertenecen a A y que también pertenezcan a B, es decir, los
elementos comunes a ambos. Se denota por A (1 B, y, como es un conjunto,
(A M B) = X; por comprension podremos definirlo como

AMB={x /x € Aytambién x € B}

Su representacion en diagramas de Venn (zona sombreada):

W =

Figura 1.6. diagramas de Venn para la interseccién de conjuntos A [ | B. Izquierda con

elementos comunes en la interseccion (ver a continuacion) y a la derecha sin ellos

Se dice que dos conjuntos son disjuntos si su interseccion es el
conjunto vacio, es decir, cuando no tienen elementos en comun (representado

en el diagrama de Venn de la derecha en la figura 1.7)

e Complemento de un conjunto A.- Si A = X, entonces el complementario de A

es el conjunto de todos los elementos de X que no pertenecen en A. Se puede

denotar con: nA, ~A, A’ o A.
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Por compresion podremos definirlo como

A={x/xeX yx&A}

Y su representacion en diagramas de Venn (zona sombreada):

= |

X

Figura 1.7. Diagrama de Venn para el complementario de un conjunto A

e Diferencia de conjuntos.- La diferencia de A-B es un conjunto al que

pertenecen todos los elementos de A que no pertenecen a B.
Si A y B son disjuntos, A 1 B =0, entonces A-B = A
Si A 'y B no son disjuntos, A 1 B # O, entonces A-B=A—-(AMB)= A NB

(zona sombreada oscura)

E Z Z

Figura 1.8. Diagrama de Venn para diferencia de conjuntos, donde A [ 1B # @

De donde podremos afirmar que A-B = A (en la otra notacion A-B & A).

La diferencia entre conjuntos la podremos definir por comprensién como

A-B={x/xeAy x €B}

1.5.2. Propiedades

Para la unidn, interseccion y complementario tenemos una serie de propiedades:
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e Asociatividad

0 Paralaunion AUB)y Uc=AU®B UC)

0 Paralainterseccion (A B) M C=AM @B MC)

e Comutatividad

o0 Paralaunion AlB=BUA

0 Paralainterseccion AN B=B[l 1A

e Idempotencia

o0 Paralaunion AlJA=A

0 Paralainterseccion A M A=A

e Distributividad

0 De la interseccion respecto de la union

AJBNC=AUBNAUCQ

0 De la union respecto de la interseccion

ANB UC)=ANB)UMANC)

e FElemento neutro

0 Para la union es el conjunto vacio. Para cualquier C = X,C U @ =C

0 Para la interseccion es el conjunto universal. Para cualquier C = X,

Cnx=c
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Elemento universal

O Parala union A U X=X (ley de dominacion)

0 Paralainterseccion A 11 X = A (ley de identidad)

Elemento infimo

o Paralaunion A U@ = A (ley de identidad)

0 Paralainterseccion A M@ =@ (ley de dominacion)

Ley de simplificacién o absorcion

0 Unidn-interseccion A lUJ(B MA)=A

Ejemplo 1.13

Si A={ab,c} y B={ab,d}, entonces B "l A={a,b}

yAlJB MA)={abc} U {ab} = {ab.c}

0 Interseccion-union A (B U A)=A

Ejemplo 1.14

Si A ={a,b,c} y B={ab,d}, entonces B U A={a,b,c,d}

yAMBIUA)Y=A={ab,c} M {ab,cd} ={ab,.c}

La unién de un conjunto con su complementario es el conjunto universal.
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Dado Ay A, AlJA=X

e La interseccion de un conjunto con su complementario es el conjunto vacio

(son disjuntos por definicion)

Dado AyA,AMA=0

e Leyes “de Morgan”

|

0 Respecto de la union de complementarios ALJB=AN

0 Respecto de la interseccion de complementarios & MB=A4E

1.5.3. Generalizacion de las operaciones

Las definiciones que se han formulado para las operaciones lo han sido con
dos conjuntos. Estas se pueden generalizar para varios conjuntos (es facil demostrarlo
con las propiedades antes expuestas). Asi dados n conjuntos, Aj, Ay, ... A, donde
todos pertenecen al conjunto universal X (formalmente, para todo Aj c X donde 1 <1i

<n) podemos definir las operaciones

e Launiodn de estos conjuntos sera el conjunto de los elementos que pertenecen a

cada conjunto A; y los elementos comunes entre ellos. Esta union se denota

por U { Ai/ Aj © X } (sombreado oscuro figura 1.9. izquierda).

e La interseccion de estos conjuntos serd el conjunto de todos los elementos que

pertenecen a todos y cada uno de los conjuntos A;. Esta interseccion se denota

por N { Ai/ A; = X} (sombreado oscuro figura 1.9 derecha)
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Figura 1.9. Unién (izquierda) e interseccion (derecha) de varios conjuntos

1.5.4. Convenio de precedencia para las operaciones

Para evitar la ambigiiedad en una expresion con conjuntos cuando no se
. , . . . . 1 .
dispone de paréntesis, se va a fijar una precedencia de operaciones ', siendo, de mayor
a menor: Pertenencia de un elemento a un conjunto, negacion de conjunto,

interseccion, union, diferencia.

Ejemplo 1.15.

Supongamos la siguiente expresion de conjuntos

~AUBMC

Esta, si anadimos paréntesis, es equivalente a

(~A) U (BN C)

1.6 CONJUNTO ESPECIAL: PARTICIONES DE UN CONJUNTO

Una vez que hemos visto las operaciones con conjuntos, ya podemos definir lo
que es un conjunto “particiones” de otro conjunto. Sea A un conjunto y sea el

conjunto E ={A, Ay, As,....A,}, donde cada A; es un subconjunto de A (A; = A para

! Este orden de precedencia puede variar si se consultan otros autores.
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1<i<n), es decir E = &’ (A) . E es una particion del conjunto A si cumple todas las

siguientes condiciones:

e Para cada subconjunto A; de A que pertenece a P, se cumple que A; # O, es

decir, que E es un conjunto de subconjuntos no vacios de A.

e Para cada subconjunto de A que pertenece a E, se cumple que N {Ai/ A=

A }= 0, es decir que todos los subconjuntos son disjuntos entre ellos.

e Se cumple que A = U { Ai/ A = A}, es decir, que la unién de todos los

subconjuntos de A que pertenecen a E sea igual al conjunto A.
Ejemplo 1.16

Dado un conjunto cualquiera A, y su conjunto potencia JXA), de todos los
subconjuntos posibles, se puede hacer una particién de 7°(A) segtn la cardinalidad

de los conjuntos. De esta manera tendremos una parte de cardinalidad cero, otra de

cardinalidad 1, otra de cardinalidad 2,.... Y una ultima de cardinalidad |A].

e Ninguna de las partes es vacia, es decir, todos los |A| conjuntos de

subconjuntos tienen al menos un elemento.

e (Cada subconjunto del conjunto potencia esta solo en una categoria, por lo que

cada parte es disjunta de las demas.

e Launion de todas las partes es €l conjunto potencia & (A).

Mas adelante se vera la correlacion de este conjunto con ciertas propiedades de

las relaciones entre conjuntos.
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1.7. PRINCIPIO DE ADICCION. CARDINAL DE LA UNION

Dados varios conjuntos A;, Aj, As,... Ay, con un nimero finito de elementos y
caracterizados porque la interseccion dos a dos es el conjunto vacio (es decir, entre
todos ellos no hay elementos comunes), entonces se cumple que el cardinal de la
union de estos conjuntos, es la suma de los cardinales de los conjuntos;

formalmente

Sean A; Ay, As,... Ay donde A; M Aj=@ paratodo i,j € {1,2,3...n} /1#]

y |A| el cardinal de A (recordar, es el nimero de elementos de A).

| AU AU A UL U AL = A+ Ao + A3 +... HAY|

(Se demuestra por induccion)

Cuando se proponga, mdas adelante, el producto cartesiano se definird el
principio del producto y en el capitulo siguiente veremos la cardinalidad de varios
conjuntos no disjuntos (principio de inclusion y exclusion para el que necesitamos

definir primero los principios de la combinatoria).

1.8. PRINCIPIO DE LA DISTRIBUCION

Dados k elementos, tenemos que distribuirlos uniformemente entre m

conjuntos. Entonces se da el caso de que:

e Sik <m, entonces habra k conjuntos con 1 elemento y m-k conjuntos vacios.
e Sik=m, entonces todos los conjuntos tendran exactamente un elemento.
e Si 2m > k > m, entonces habrd k-m conjuntos con 2 elementos y 2m-k

conjuntos tendran un elemento.

...de manera general

e Sik=pmyp € {0,123...n}, entonces todos los conjuntos tendran p

elementos
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e Sipm >k > (p-)my p £ {0,1,2,3...n}, entonces habra , [k - (p-1)m]

conjuntos tendran p elementos y (pm - k) conjuntos tendran p-1 elementos.

(se demuestra por induccion)

Ejemplo 1.17

Distribuir diez elementos entre tres conjuntos: Asi k = 10, m = 3, y calculamos

p para que pm >k > (p-1)m
4m>k> (4-1)m > p=4
Asi habré [k-(p-1)m] =[10 — (3)3]=1 conjunto con 4 elementos

y

pm-k = 4(3)-10=2 conjuntos con 3 elementos
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CAPITULO 2.- RELACIONES ENTRE CONJUNTOS

2.1. SECUENCIA Y TUPLA

Como ya se ha dicho, en un conjunto el orden en que se presentan sus
elementos es irrelevante. Sin embargo una secuencia es una coleccion (finita o
infinita) de objetos dados en un orden. Una tupla es una coleccion finita y ordenada

de objetos (las tuplas son un subconjunto de las secuencias o sucesiones).

En general, una coleccion finita y ordenada de n objetos la llamamos n-tupla, o
simplemente tupla. Una n-tupla se denota con n elementos separados por comas y

todos ellos encerrados entre paréntesis.
Un caso especial de tupla es el par ordenado, en ocasiones llamada dupla, en
la que son dos elementos ordenados, encerrados entre paréntesis. Una 3-tupla la

llamamos terna, 4-tupla es una cuadrupla, 5- tupla es una quintupla...

Si dos tuplas tienen los mismos elementos, pero en distinto orden, entonces son

tuplas distintas.

(a,b,c) # (a,c,b)

Se vera una introduccion mas detallada sobre las secuencias infinitas después

de los conjuntos infinitos.

2.2. PRODUCTO CARTESIANO

Dados dos conjuntos A y B, el producto cartesiano de dos conjuntos, denotado

con A x B, es un conjunto de pares ordenados, ¢l cual estd formado por TODOS
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LOS PARES ORDENADOS POSIBLES en los que el primer elemento del par

pertenece a A y el segundo elemento pertenece a B.

Sean dos conjuntos A ={1,2,3} y B ={a,b}. Podemos representar el producto
cartesiano de dos conjuntos de las siguientes maneras (para mas de dos conjuntos se
describiran mas adelante los diagramas de arbol, que son mas legibles que las

coordenadas, tablas o los diagramas de Venn):
e En forma textual, en extension:
A x B={(l,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,2),(3,b)}
e En forma textual, por comprension:
A x B = {(numero,letra) / numero = A, letra = B}.
e Graficamente con un eje cartesiano, donde las ordenadas son los elementos de
un conjunto y las abcisas los elementos del otro y siendo sus intersecciones los

pares del producto cartesiano

= AxB

b 1k 2k 3k
a
ol @] Ga
1

2 3

Figura 2.1. Producto cartesiano representado con un eje cartesiano

e QGraficamente con una tabla, cuyas entradas de las filas son los elementos del
primer conjunto, las entradas de las columnas son los elementos del segundo
conjunto y sus celdas el par correspondiente (su creacion es inmediata a partir

del eje cartesiano anterior).

B a b
A
1 | (La) | (Lb)
2 | (2| (2b)
3 (32 (3)b)

Figura 2.2. Producto cartesiano representado con una tabla
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e Graficamente, con los diagramas de Venn. (si el producto cartesiano fuera de

mas de 3 conjuntos, el diagrama puede llegar a ser ilegible).

Figura 2.3. Producto cartesiano representado con diagramas de Venn
Esta definicion de producto cartesiano se puede generalizar de manera que el
producto cartesiano de n conjuntos es otro conjunto, este formado por TODAS LAS
N-TUPLAS POSIBLES en las que el primer elemento pertenece al primer conjunto,
el segundo elemento al segundo conjunto,....y el elemento n de la tupla pertenece al
conjunto n.
Ejemplo 2.1.
Representar el producto cartesiano de los conjuntos
A={ab}  B={12} C={t*}.
e En extension

A x B x C={(a,1,1), (b,1,%), (a,2,%), (a,2,%), (b,1,+),(b,1,¥), (b,2,1), (b,2,*)}

e Diagrama cartesiano
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iZ
Figura 2.4. Producto cartesiano de tres conjuntos con una representacion
tridimensional
e Diagramas de Venn
A B

Figura 2.5. Producto cartesiano de tres conjuntos representado con diagramas de Venn

Puede darse el caso de que el producto cartesiano se produzca sobre

conjuntos iguales, es decir, sobre el mismo conjunto. Si A es el conjunto, se dice que

el producto cartesiano sobre A n veces, denotado como A", sera el conjunto de todas

las n-tuplas en las que todos sus elementos son de A (el primero del primer A, el

segundo del segundo A...). Un caso especial serd el producto cartesiano de cero

. 0 . . , ,
conjuntos, A”, el cual se denotara con la tupla vacia ( ), denotada mas cominmente

COmo A 0 como &.

A’= {3

Ejemplo 2.2.

Si A = {a,b}, el producto cartesiano sobre A, 4 veces serad
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A= {(a,a,a,a),(a,a,a,b),(aab,a),(a ab,b)(ab,a,a),
(a,b,a,b),(a,b,b,a),(a,b,b,b), (b, a,a,a),(b,a,a,b),(b,a,b,a),
(b, a, b, b), (b, b, a, a), (b, b, a,b), (b, b, b, a), (b,b, b, b)}

2.3. PRINCIPIO DEL PRODUCTO

Dados varios conjuntos A; Ay, As, ..., A, con un nimero finito de elementos,
decimos que la cardinalidad del producto cartesiano de todos ellos es igual al

producto de los cardinales de cada uno de los conjuntos

A1 X A2 X AsX.... X An| = A1 X |Ag] X |AsX ... X |Ay

(se demuestra por induccidn)

Con este principio ya podemos calcular el niimero de pares ordenados
(cardinal del producto cartesiano) para los conjuntos A y B definidos al comienzo del
punto anterior, de manera que si m=3 y n=2, |[A x B| = 6 (que son justo los que
podemos contar en la tabla de la figura 2.1.).

Ejemplo 2.3
Tenemos la terna (a, b, ¢) donde a € B, un conjunto de 5 bolas de colores, b € C,
un conjunto de 3 cubos de colores y ¢ = L, un conjunto de 2 cilindros de colores.
(Cuantas posibles ternas tendremos de la forma (bola, cubo, cilindro)?
Lo que hacemos es el producto cartesiano de los tres conjuntos, asi

|bolal=5, |cubo|=4, |cilindro|=3,

Aplicando el principio del producto |bola x cubo x cilindro|=5 x 3 x 2 =30

Tenemos 30 posibles ternas de la forma (bola, cubo, cilindro).
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2.3.1. Diagrama de arbol para el producto cartesiano

El diagrama de arbol es una representacion grafica (un grafo que definiremos
en el capitulo 3) de todas las posibles k-tuplas que pertenecen al producto cartesiano
de k conjuntos.

Para ello:

1.- Dibujamos un punto a la izquierda del diagrama. Sera la raiz del arbol.

2.-Para cada uno de los elementos del primer conjunto (posicion 1 de la k-tupla), sale

un arco. Esto es lo que se llaman arcos de primera generacion.

3.- Etiquetamos el extremo de cada arco con cada uno de los elementos del primer

conjunto del producto cartesiano (luego veremos que se llaman vértices del grafo).

4.- Para cada una de estas etiquetas de los arcos de primera generacion, saldran
también tantos arcos como elementos posibles del segundo conjunto. Estos se

llaman arcos de segunda generacion.

5.- Etiquetamos el extremo de cada arco de segunda generacion, con cada uno de los

elementos del segundo conjunto.

... Asi sucesivamente hasta

6.- Para cada una de los arcos de generacion (k-1), saldrdn tantos arcos como
elementos tenga el conjunto k del producto cartesiano. Estos son arcos de k

generacion.

7.- Etiquetamos el extremo de cada arco de k generacién, con cada uno de los

elementos del conjunto k.
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El nimero de arcos de k-generacion sera el numero de tuplas del producto
cartesiano de los k conjuntos, y cada tupla estara representada por la secuencia de

etiquetas desde la raiz hasta un extremo de k-generacion.

Ejemplo 2.4

Sigamos con el ejemplo de conjunto B de 5 bolas de colores, C un conjunto de 3
cubos de colores y L un conjunto de 2 cilindros de colores. Vamos a dibujar todas
las ternas posibles para estos tres conjuntos, mediante el diagrama de arbol, es
decir, dibujar todas las ternas que pertenecen al producto cartesiano B x C x L. En

este caso k = 3:

e Vamos a llamar B1, B2, B3, B4, B5 a cada elemento de B, C1, C2, C3 a cada

elemento de Cy L1, L2 a los dos elementos de L.

e Para cada elemento de B sale un arco de primera generacion. Cada uno de

estos se etiqueta con cada uno de los elementos de B = { B1, B2, B3, B4, B5}.

e Para cada una de esos arcos de primera generacion, saldran también tantos
arcos como elementos posibles del conjunto C. Cada una de estas se etiqueta

con cada uno de los elementos de C = { C1, C2, C3}.

e Para cada una de los arcos de segunda generacion (las de C), sale un arco por

cada elemento de L, que se etiqueta con cada elemento de L= {L.1, L2}.

e (ada terna se compondra por la etiqueta de un arco de primera generacion,
seguida de una etiqueta de segunda generacion y seguida de una etiqueta de

tercera generacion. Una terna de este ejemplo puede ser la (B4,C2,L1).

¢ El nimero de ternas posibles, sera el nimero de arcos de tercera generacion, es

decir, 30 (que coincide con el calculo realizado por el principio del producto).
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Figura 2.6. Diagrama de arbol para producto cartesiano

2.4. RELACIONES ENTRE CONJUNTOS

Dados n conjuntos, Aj, A, As,....A, , una relacion n-aria sobre los n

conjuntos es un subconjunto de su producto cartesiano (A; x A, x A3 x..x A,). Si
llamamos R a este conjunto

RZ AlxAyxAsx..x A, yenlaotranotacibon RE A;jx A;Xx Az X.X A

O, visto de otra forma

R:{ (al, a, as, .., an) / (al, dz, asz, .., an) € A1 X AzX A3 X...X An }
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A B

Figura 2.7. Una relacion cualquiera del producto cartesiano de la figura 2.5

Si la relacion es sobre dos conjuntos, se dice que es una relacion binaria o
correspondencia, y entonces decimos que la relacion es un subconjunto del producto
cartesiano A x B, o lo que es lo mismo, un subconjunto de pares ordenados del

producto cartesiano A x B. Se denota por:

R = AxB yenlaotranotacion R= A x B

O visto de otra forma, si a € Ayb € B, (a,b) € R, que alternativamente

también se denota con a Rb o como R: A&¢—>B.

La relacion puede ser sobre el mismo conjunto, es decir, un subconjunto del
producto cartesiano A x A; entonces se dice que es una relacion binaria sobre A (R
= A x A), denotandolo por R(A).

Ejemplo 2.5

Dado el conjunto A={1, 2, 3, 4, 5}, tenemos una relacion binaria sobre A,

definida como

R={(ab)/abec Aya<b)

Es decir, el primer elemento de par es menor que el segundo, En este caso, aRb

podremos representarla como a < b, siendo los siguientes pares

R=<={(1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,5), (4,5)}
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A

Figura 2.8 Relacion <de A en A

Dada la relacion R = A x B, al conjunto A se le llama conjunto inicial o
espacio del dominio y al conjunto B conjunto final, espacio del rango o espacio del
recorrido. El subconjunto de elementos de A que estan en alglin par de la relacion se
le llama conjunto origen, dominio o campo de existencia y el subconjunto de
elementos de B que estdn en algin par de la relacion se le llama conjunto imagen,
rango o recorrido.

El dominio se denota por D(R) o domR, y se define formalmente

D(R)={a/ae Ay(ab) € R}
El rango se denota por Rango (R) o Ran R y se define formalmente
Rango (R)={b/b e By(ab) € R}

Ejemplo 2.6.

Dada la relacion del ejemplo anterior, podemos decir que el dominio de la

misma, denotado como D (R) o dom R, sera:

D(R)={1,2,4}

Y el rango, denotado como Rango(R) o Ran R, sera

Rango(R) = {2, 3,4, 5}
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Y por ultimo podremos decir que el espacio del dominio (el conjunto inicial) y

el espacio rango (el conjunto final) son el mismo, el conjunto A.

Cualquier relacion de n-aria se puede convertir en una relacion binaria. Dada la
relacion n-aria R © A;1x Ay x A3 X .. X Ay, v la n-tupla (ay, az, as, ..., a,) € R, esta se
puede sustituir por una relacion binaria S, donde el conjunto inicial (espacio del
dominio) estd formado por el producto cartesiano de los A, ; conjuntos y el espacio de
rango formado por los elementos de A,. La relacién S serd el conjunto de pares
ordenados donde el primer elemento es una (n-1)-tupla y el segundo elemento sera un

elemento de a, € A, siempre que en R exista la n-tupla (aj, ay, as, ..., a,) € R.

Rz AjxAyx Asx .. X A, = St AIXAX A3 X .. XA €2 Ay

2.4.1. Representacion de relaciones

Dado que una relacion es un conjunto, se podra representar con los mismos

métodos que se han descrito hasta ahora (por ejemplo, ver figura 2.8).

Ya se ha dicho que una correspondencia es o mismo que una relacion binaria.
Cuando se trabaja con conjuntos y representaciones con diagramas de Venn, y dados
dos conjuntos A y B, es mas comtn el nombre de correspondencia del conjunto A en
B para la relacion, conjunto origen para el dominio y conjunto imagen para el rango
(los términos dominio y rango son los que se utilizan cuando no se utilizan diagramas

de Venn en su representacion).
Ejemplo 2.7.
Dada la correspondencia (relacion) C={ (1,a),(2,a),(2,b)}, donde podemos ver

que C = {A x B} (ver figura 2.5) , su representacion con diagramas de Venn

seria
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Figura 2.9. Diagramas de Venn de una correspondencia C

Donde origen (dominio) = {1,2} e imagen (rango) = {a,b}

Se dispone de un método de representacion adicional si la relacion binaria es
sobre un conjunto: mediante un diagrama de circunferencias y arcos (denominado
pseudografo dirigido y que definiremos mas adelante). Cada circunferencia (llamado
vértice o nodo) se etiqueta (dentro o fuera) con el nombre de cada elemento del
conjunto A vy, para dos elementos cualesquiera a y b de A, el par (a, b) se representa
con una flecha (llamada arista o arco dirigido) que sale de a y entra en b. El par (a, a)
se representa con un arco que sale y entra en el mismo nodo. A este arco se denomina

lazo o bucle.
Ejemplo 2.8.

Sea el conjunto A = {a,b,c,d} y sea R= {(a,a),(a,b),(b,c)(c,b)(c,c)} una relacion

cualquiera sobre A.

Una representacion grafica de esta relacion seria
a b ﬁ C
O

Figura 2.10. Pseudografo dirigido correspondiente a R
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2.5. RELACIONES (CORRESPONDENCIAS) ESPECIALES

Algunas de ellas se pueden deducir de su condicion de conjunto:

¢ Relacion universal.- La que contiene todas las n-tuplas, es decir, el producto

cartesiano.

¢ Relacion vacia.- La que no contiene ninguna n-tupla. Se denota también con

el simbolo del conjunto vacio @.

¢ Relacion complementaria.- Dado el producto cartesiano, es el conjunto de n-
tuplas del mismo que no estan en la relacion. Se denota igual que con los

conjuntos: nR,~R,R’o E.

e Relacion identidad.- Dada una relacion binaria sobre un conjunto A, es el
conjunto de pares ordenados que cumplen que sus 2 elementos son iguales,
para todos los elementos del conjunto. Se denota por I,. A esta relacién
también se la llama la relacion diagonal, pues representa los elementos de la
diagonal en la representacion tabular. Por ello también es normal denotarla

como Ij.

Otras, que se veran a continuacion, son propias de las relaciones, como la relacion

inversa, la relacion ampliada y la reducida.

2.5.1. Relacion (correspondencia) inversa de una dada

Dada una relacion (correspondencia) C del conjunto A en B, la relacion
inversa es la relacion (correspondencia) de B en A, la cual es un conjunto de pares
ordenados donde si en C existe el par (a,b), en la inversa existe el par (b,a), es
decir, son los mismo pares pero invertidos. Se denota por C', aunque otro autores

también la denotan como C~. Formalmente

C'={(ba)/beB,acAy(ab)eC}
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Ejemplo 2.9

Dada la relacion C={ (1,a),(2,2),(2,b)}, la relacion inversa sera

C'= {(a,1),(a.2),(b,2)}

A esta relacion algunos autores la denominan opuesta, sin embargo es un término
ambiguo, pues otros utilizan este término para describir la relacion complementaria.

Aclarémoslo con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.10

Supongamos, de nuevo, la relacion “menor” del ejemplo 2.5. Su relacion inversa

sera la relacion “mayor”

R'={(ba)/abe Aya>Db}

Es decir,

R'=>={(2,1),(3,1),(4,1), (5,1), (3,2),(4,2),(5,2),(4,3),(5,3),(5,4)}
Sin embargo, en otros dmbitos nos podrian preguntar por cudl es la
relacion opuesta a la relacion “menor”, a lo que se podria responder que

“mayor o igual”, la cual resulta ser la relacion complementaria y no la inversa.

Por ello, aqui no se utilizara el término opuesta.

Ejemplo 2.11.

(Cual es la relacion inversa y complementaria de la relacion vacia? ;Y de la

relacidon universal?

0 Inversa de la relaciéon vacia.- si aplicamos la definicion de funcion

inversa sera también la relacion vacia.
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0 Complementaria de la relacién vacia.- Serd la relacion universal (pares

del producto cartesiano que no estan en la relacion, es decir, todos).

0 Inversa de la relacién universal.- Si aplicamos la definicion, finalmente

resultard que también es la relacion universal

0 Complementaria de la relacidén universal.- Sera la relacion vacia.

2.5.2. Relacion (correspondencia) ampliada y reducida

Es normal que los conjuntos inicial (espacio del dominio) y el final (espacio del
rango) sean, respectivamente, subconjuntos de otros que los contienen. Como
consecuencia de ello es habitual que, una vez fijada una relacién, se amplien
(extiendan) los espacios, tanto de dominio como de rango a alguno de los

superconjuntos a los que pertenece o se reduzcan (restrinjan) a subconjuntos suyos.

Tanto en las extensiones como en las restricciones se pueden producir dos casos:

e Extension o restriccion vacia.- Cuando la relacion sigue teniendo los mismos

elementos. En este caso el dominio y el rango tampoco cambian.

e Extension no vacia.- Como consecuencia de la ampliacion de cualquiera de

los espacios (o los dos) se anaden nuevos pares a la relacion, ampliandose,

ademas, el dominio y/o el rango.

e Restriccion no vacia.- Como consecuencia de la reduccion de cualquiera de los

espacios (o los dos) se eliminan pares de la relacion, y por tanto también hay

una reduccion del dominio y/o el rango.
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2.6. OPERACIONES CON RELACIONES. COMPOSICION

Dado que son conjuntos, tendremos las mismas operaciones que con los conjuntos,
esto es, unidn, interseccion y complementacion (esta ultima ya se ha visto en un
ejemplo anterior), a las que anadiremos la composicion de relaciones. Dadas dos

relaciones Ry S,

e Union.- Se define como todos los pares que estdn en R, que estdn en S o que

estan en las dos, formalmente

RJ S={(a b)/(a b)ER 0 (a, b) €S}

Es de resefar que la unidon puede llevar asociada una ampliacion del dominio
y/o del rango y, por tanto, una ampliacion de los espacios de dominio y/o de

rango.

e Interseccion.- Se define como todos los pares que estan en R y que también

estan en S, formalmente

RM S={(ab)/(ab) =Ry (a,b)ES}

Es de resenar que la interseccion puede llevar asociada una reduccion del

dominio y/o rango.

e Composicién.-. Supongamos los conjuntos A, B, C, y las relaciones aRb y bSc,
donde a € A, b € By ¢ €C. Dados un par (a, b) =R y un par (b’, c) ES, R
compuesta con S (denotado R o S)? es el conjunto de pares de la forma (a, c),
esto es, el primer elemento perteneciente al conjunto origen de R y el segundo
elemento perteneciente al conjunto imagen de S, si y solo si b = b’.

Formalmente

RoS={(,c)/(a,b)ER,(b’,c)ESyb=Db"}

2 ey .
El orden de los operandos es el natural. Veremos que en la composicion de funciones es el orden
contrario.
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Ejemplo 2.12

Dados los conjuntos y sus relaciones

A={1,23}; B={A,a,B,b,C, c} ; C={?, %, §}

R={(1,b),(3,0)} ; S={(B,?),(b,$),(c.%0)}

Las composiciones de relaciones

R 0 S= {(1,9),(3,%)}

SoR=0

O visto graficamente, R o S

Figura 2.11. Composicion de relaciones con diagramas de Venn

Tal como se ha mostrado en el ejemplo anterior, la composicion de relaciones
NO es conmutativa. Sin embargo, si es asociativa (no se demostrara). Dadas
R,S, T

RoSoT=(RoS)oT=Ro(SoT)

La operacion composicion serd la de prioridad mas baja en la precedencia de

operadores; de mayor a menor:

Precedencia: complementacion, interseccion, unién y composicion
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2.7. RELACIONES DE EQUIVALENCIA Y DE ORDEN.

Antes de definir lo que son las relaciones de equivalencia y de orden, primero
debemos definir las propiedades de las relaciones binarias sobre un conjunto A. Dados

a, b, c € A ylarelacion R sobre A:

e Reflexiva.- R es reflexiva si (a,a) € R para todo valor a € A (cada elemento
de A esta relacionado consigo mismo). En la representacion grafica se vera un
pseudografo de con un bucle en cada nodo. Un claro ejemplo que cumple esta

propiedad es la relacion igualdad antes descrita, dada por la relacion identidad

(1a).

e Irreflexiva o no-reflexiva.- R es irreflexiva si (a,a) € R para todo valor de
a € A (ningin elemento de A estd relacionado consigo mismo). Se puede
considerar opuesta a la reflexibilidad. En la representacion grafica se vera un

grafo sin bucles.

e Arreflexiva.- R es arreflexiva si (a,a) & R para algiun valor a € A (algin
elemento de A no estdn relacionados consigo mismo), es decir, si no es
reflexiva ni irreflexiva. En la representacion gréafica se verd un grafo sin bucles

en algunos nodo, pero no en todos.

Ejemplo 2.13

Retomemos la relacion del ejemplo 2.8 ;es reflexiva o irreflexiva?

Analizando el grafo de la figura 2.10, vemos que unos nodos tienen
bucles pero otros no. En este ejemplo no se cumple con ninguna de las dos
definiciones, por lo que se puede decir que no es ni reflexiva ni irreflexiva, es

decir arreflexiva.

e Simétrica.- Para todo a y b, si existe el par (a,b) € R, entonces tiene que

existir el par (b, a) € R (si existe un par, existe su simétrico; si no existe el par,
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no existe su simétrico). Graficamente veremos que hay una flecha de a hacia b
y de b hacia a. En este caso se representa con aristas sin direccion (el grafo es

no dirigido).

e Antisimétrica.- Para todo a y b, si existe el par (a,b) € R y existe el par (b,a)
€ R, solo puede ser porque a = b. Si a es distinto de b, entonces solo existira
uno de los dos pares (si existe un par, no existe su simétrico; si no existe el par,
puede que exista su simétrico). No se puede considerar como la propiedad
opuesta a la simetria (ver ejemplo 2.15). Graficamente veremos que si existe la

flecha de a hacia b, no puede existir de b hacia a.

e Asimétrica.- Para todo a y b, si existe algn par (a,b) € R para el que no existe
el par (b,a) 2 R (para algun par, su simétrico no pertenece a la relacion), y
viceversa, si existe algin algun par (a,b) € R con a # b, y existe el par (b,a) €
R. Es decir, ni simétrica ni antisimétrica. En el diagrama se dara esta propiedad

si para algun par de elementos de A no hay dos flechas contrarias.

Ejemplo 2.14

Veamos de nuevo la relacion del ejemplo 2.8 ;es simétrica o antisimétrica?
Si analizamos esta relacion vemos que para el par (a,b) no hay su simétrico,
con lo cual no es simétrica. Pero para el par (b,c) tenemos el par (c,b) por lo

que tampoco es antisimétrica; por tanto es asimétrica.

Ejemplo 2.15

La relacion igualdad (In). ¢es simétrica o antisimétrica?

Se puede decir que es simétrica: para todo a, se cumple que a=a

Se puede decir que es antisimétrica: cumple con la definicion dada: a=b y b=a
pertenecen a la relacion solo si a=b, lo que es trivial por la definicion de la

relacion.
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Transitiva.- Para todo a, b y c, si existe el par (a,b) € R y existe el par (b,c)
R, entonces también existe el par (a,c) € R. El hecho de que no exista (a,b) o

no exista (b,c) no significa que no sea transitiva.

Intransitiva o no transitiva.- Para todo a, b y c, si existe el par (a,b) € Ry

existe el par (b,c) € R pero no existe el par (a,c) en la relacion.

Ejemplo 2.16

Retomemos la relacion del ejemplo 2.5:

R=<={(1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,5), (4,5)}

Analicemos cada uno de los pares y sus relaciones:

e Existe el par (1,2) y el par (2,3) debe existir el par (1,3). Transitivo

e Existe el par (1,2) y el par (2,4), debe existir el par (1,4). Transitivo.

e Para los pares (1,3), (1,5) no existe ningin otro relacionado cuyo primer
elemento del par sea 3, 4 6 5 respectivamente. Transitivo.

e Existe el par (1,4) y el par (4,5), debe existir el par (1,5). Transitivo.

e Para el par (2,3) no existe ningun par cuyo primer elemento sea 3.

e Para los pares (2,5) y (4,5) no existe ninglin otro relacionado cuyo primer

elemento del par sea 5

Por tanto esta relacion R es transitiva.

Ejemplo 2.17

Supongamos la relacion S = R | {(3,4)}. Vemos que existe el par (1,3) y el
par (3,4), debe existir el par (1,4). Transitivo. Pero existe el par (2,3) y el par

(3,4), pero no el par (2,4), por lo que esta relacion es intransitiva.
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e Completud, conectada o elementos comparables.- Para todo a y b del
conjunto A existe el par (a,b) € R o existe el par (b,a) € R o existen ambos,
siendo a # b. Una consecuencia de esta propiedad es que una relacion

completa, es reflexiva. Se verd un ejemplo con las relaciones de orden.

2.7.1. Relaciones de equivalencia

Se dice que una relacioén es de equivalencia cuando cumple las propiedades

reflexiva, simétrica y transitiva.

Dada una relacion de equivalencia en A, se llama clase de equivalencia al
conjunto no vacio de elementos de A que estdn relacionados con otro elemento

determinado, a € A. Se denota

[a] = {b/(a,b) € R}

Donde [a] es el representante de la clase de equivalencia. Cada clase de equivalencia

es disjunta con las anteriores, es decir, no tienen elementos en comun.
Dada una relacion R sobre A que es de equivalencia. Se llama conjunto

cociente de A, al conjunto de clases de equivalencia. Se denota por A/R, y

formalmente

A/R={[a]/ae A}

La union de los elementos de cada clase de equivalencia, es decir, de los

elementos del conjunto cociente de A, es el conjunto A.

Para identificar las clases de equivalencia de una relacion de equivalencia se

procedera como sigue:

e Se coge un primer elemento cualquiera, supongamos a € A: este sera el

representante de una primera clase de equivalencia.
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e Para cada elemento de los restantes:

o Si (ab) € R, donde a ya es el representante de otra clase de
equivalencia, resulta que la clase que pudiera representar b es igual a la

anterior, por estar relacionada. Es decir, [b]=[a], y por lo tanto b € [a].

o0 Si(a,b) 2R, donde a es el representante de otra clase de equivalencia,
podremos tomar d como un representante de una nueva clase de
equivalencia, [d], ya que no estd relacionado con ninguna clase ya

representada por otro elemento.

De manera general, una relacion que define una clasificacion de este tipo
(conjuntos disjuntos de categorias) sobre un conjunto se llama relacion de
equivalencia. El resultado de esta clasificacién es el conjunto cociente que es el

conjunto de representantes de cada clase.

Una vez dadas las definiciones pasemos a explicar que significa esto con un

ejemplo:

Ejemplo 2.18

Suponer un conjunto A de personas y supongamos una relaciéon R “ser amigo de”
en dos bandos contendientes (un elemento de A solo puede ser amigo de uno de
los dos bandos). Elijamos una persona cualquier “a”. El conjunto de amigos de a
serd una relacion de equivalencia ya que:

[1P-b]

e “a” es amigo de si mismo (reflexiva).

€69

e Siotra persona, “b” es amiga de “a”, entonces “a” es amiga de “b” (simétrica).

e Si una ademds una persona “b” es amiga de “c”, entonces “c” también es

amiga de “a” (transitiva).
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Se puede decir que esta es una primera clase de equivalencia representada por “a”,

[a].

Elijjamos otra persona, “d”. Para determinar si se trata de otra clase de
equivalencia:

e Si existe un par (a,d) en la relacion, significa que d € [a].

e Sino existe un par (a,d) en la relacion significa que d es el representante de la

otra clase de equivalencia [d]. Supongamos este segundo caso.

En este ejemplo solo hay dos clases, dos bandos contendientes, por lo que todos

los elementos de A perteneceran a [a] o a [d].

De esta forma, la clasificacion del conjunto cociente sera:

A/R={[a], [d]}, donde [a] |l [d] = A

Fijémonos en las propiedades del conjunto cociente: Cada conjunto representado
no es vacio, son disjuntos y ademds la union de todos ellos es el conjunto A.
Efectivamente, una relacion de equivalencia define un conjunto “particiones” de un
conjunto, tal como lo hemos definido anteriormente. Es mas, la suposicion reciproca
también es cierta: un conjunto “particiones” de un conjunto A también define una

relacion de equivalencia sobre A.

Para ver esto retomemos el ejemplo 1.16. En ¢l se decia que sobre el conjunto
potencia se puede realizar una particion segun la cardinalidad de los conjuntos. Cada
uno de los subconjuntos “particion” constituira una clase de equivalencia, en cada una
de las cuales estaran todos los subconjuntos con el mismo numero de elementos
(misma cardinalidad). Este conjunto “particiones” serd una relacion de equivalencia

pues se ha definido una clasificacion en conjuntos disjuntos.

Ejemplo 2.19

Dado el conjunto A ={a, b, ¢, d, e} de personas, y la relacion R sobre A de “ser

amigo de’:
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R={(a, a), (b, b),(c, c)(d, d),(e, ¢), (a, b),(b, a),
(a, ¢),(c, a),(b, ¢),(c, b),(d, e),(e, d)}

Es una relacion de equivalencia porque es reflexiva, simétrica y transitiva (se deja
al lector la comprobacion de esta afirmacion). Ademads, podemos obtener dos

clases de equivalencia que son.

[a] ={ab.c} vy [d]={d,e}

Donde [a] U [d]= A

2.7.2. Relaciones de orden

Una relacion sobre un conjunto es de orden si esta ordena los elementos de ese

conjunto. Podremos tener varios tipos de relaciones de orden:

e Orden parcial (débil) (relacion reflexiva).- Si la relacion cumple con las

propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva. Se denota por = .

e Orden parcial estricto (relacion irreflexiva).- Si la relacion cumple con las
propiedades irreflexiva, antisimétrica y transitiva. Es facil ver que este orden
es la relacion anterior a la que se le ha quitado la relacion identidad. Se denota

por *.

e Orden total o lineal.- Si, ademas de ser un orden parcial, es completa
conectada o comparable (recordar que en esta existe el par (a,b) € R o existe el

par (b,a) € R o ambos, para todos los elementos del conjunto).

La diferencia entre una relacion de orden parcial sobre un conjunto y la de orden
total sobre ese mismo conjunto radica en que, en la parcial, no se exige que todos los

elementos del conjunto estén relacionados.
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La representacion grafica con grafos de un orden parcial estricto se caracterizara
por no tener un camino entre nodos que empiece y termine en el mismo nodo (un
camino es una secuencia de nodos y arcos en la direccion de las flechas si las hay; en
el capitulo dedicado a grafos se verd como se llama esta propiedad). Ademas en este
grafo no serd posible encontrar un camino que se repita indefinidamente. Un orden
parcial débil se representara con un pseudografo, por lo que si se podra entrar en un

camino de infinitos pasos, debido a los bucles.

Ejemplo 2.20

Retomemos el ejemplo 2.5. Dado el conjunto A={1, 2, 3, 4, 5}, tenemos una

relacion binaria sobre A, definida como

R={(ab)/ab e Aya<b}

Es decir, el primer elemento del par es menor que el segundo, En este caso,

aRb podremos representarla como a < b, siendo los siguientes pares

R=<= {(1,2), (1.3), (14), (L5), 2.3), (2.5), (4.5)}

Podemos decir que la relacion es de orden estricto ya que es:

0 Irreflexiva, ya que no hay ningtn elemento de la relacion identidad.

O Antisimétrica.- Dado cualquier par no est4 su inverso

0 Transitiva.- Se demostrd en el ejemplo 2.16.

0 No es completa, ya que tenemos, por ejemplo, el par (2,4) ni el par

(4,2) luego no sera una relacion de orden total.

Su representacion con un grafo
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Figura 2.12. Grafo del orden parcial estricto sobre A

En el que vemos que no podemos encontrar ninguna secuencia de nodos y

aristas que empiece y acabe en el mismo nodo.

Ejemplo 2.21.

Dado el conjunto A={1, 2, 3, 4, 5}, tenemos una relacion binaria sobre A,

definida como

S={(a,b)/abe Aya<b}

Es decir, el primer elemento de par es menor o igual que el segundo, En este

caso, aRb podremos representarla como a < b, siendo los siguientes pares

S=<={(1,1),(2,2), 3,3), (4:4).(5,5),(1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,5),
(4.5)}

Podemos decir que la relacion es reflexiva (contiene la relacion identidad),
antisimétrica y transitiva y por tanto es una relacion de orden parcial (débil).
Ademas no es completa (al igual que antes, falta el par (2,4) o el (4,2), luego

no sera una relacion de orden total. Su representacion con un grafo
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Figura 2.13. Grafo de Orden parcial (débil) sobre A

En el que vemos que no podemos encontrar ninguna secuencia de nodos y
aristas que empiece y acabe en el mismo nodo, pero, debido a los bucles,

podriamos tener alguna secuencia infinita, por ejemplo: 1-2-3-3-3-3-3......

Ejemplo 2.22.

Hemos dicho que las dos relaciones anteriores no son de orden total. Para que
la relacion del ejemplo anterior fuera de orden total, seria necesario que estén
relacionados todos los elementos con todos en uno u otro sentido o los dos (en

este caso solo es un sentido):

R=<={(L1),(2,2), (3.3), (4.4), (5.5), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2.3), (2,4),
(2,5), 3:4), (3,3), (4,5);

Donde para todo elemento de A, existe (a,b) o (b,a)

Se dice que un conjunto esta parcialmente ordenado si sobre ¢l se puede
establecer una relacion de orden parcial (débil). Por regla general, si no se especifica

que sea estricto o total, un orden parcial se considerara débil.

Dado un conjunto parcialmente ordenado, la relacion inversa a la de orden
parcial también es de orden parcial. Asi mismo, dada una relacion restringida sobre

una de orden parcial también sera de orden parcial.
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Ejemplo 2.23.

Siguiendo con el ejemplo 2.20, la relacion inversa de R=<es R'=>:

R'=>={(2,1),(3,1), (4,1), (51), 3,2), (5,2), (5.4)}

También es una orden parcial estricto.

Asi mismo, en el ejemplo 2.21, la relaciéon inversa de S=<,, es Sl=>:

S'=>={(L,1),(2.2), (3.3), (4,4), (5.5), (2,1), 3,1), (4,1), (5,1), (3.2), (5.2),
XN

Que también es un orden parcial (débil).

La nocion de conjunto parcialmente ordenado es imprescindible en las

disciplinas de informatica, ya que garantiza que ciertos métodos sean finitos.

2.7.3. Propiedades de la inclusion de conjuntos

Como se dijo cuando se definié la inclusion de conjuntos, esta es una relacion

entre conjuntos. La inclusion de conjuntos cumple con las siguientes propiedades:

o Reflexiva.- A = A. Obvia, por la segunda condicion de inclusion.

e Antisimétrica.- A = B es cierto si y solosi Ac B y B c A, por la segunda

condicion de inclusion.

e Transitiva.- Si A = By B < C, entonces A = C. Por la primera condicion de

inclusion. Por la segunda condicion es trivial: si A =B y B = C entonces A=C.
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Se dice que dos conjuntos son comparables si hay una relacion de inclusion entre
ellos, es decir, dados A y B dos conjuntos, son comparables si A © BosiB = A
(esta definicion coincide con la de completud). Dado que no todos los conjuntos son

comparables, la inclusion de conjuntos define un orden parcial de inclusion.

Ejemplo 2.24

Volvamos al ejemplo de la academia, es decir, Sea A={alumnos de matematicas
de una academia}, C={animales de cuatro patas} y X, el conjunto universal de

alumnos de la academia.

Ay C no son comparables, ya que no hay animales de cuatro patas que asistan a
clase, ni alumnos que tengan cuatro patas. Es decir, son elementos de distinta
naturaleza. Por otro lado, es obvio que A y X son comparables, pues A = X (son

elementos de la misma naturaleza: alumnos)

Es mas, podemos decir que la inclusiéon de subconjuntos propios es un orden

estricto, ya que serd irreflexiva, antisimétrica y transitiva.

Con estas propiedades, junto con la definicion de pertenencia de un elemento a un
conjunto, son las herramientas que utilizaremos para demostrar la inclusion de un

conjunto en otro. Asi:

e Para demostrar que A = B, hay que demostrar que todos los elementos de

A pertenecen a B.

e Para demostrar que A & B, basta con demostrar que existe un elemento de

A que no pertenece a B.

e Para demostrar que A = B, hay que demostrar que se cumple la propiedad
antisimétrica, esto es, que se cumple A = B (todos los elementos de A
pertenecen a B) y se cumple B = A (todos los elementos de B pertenecen

aA).
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2.7.4. Elementos importantes en las relaciones de orden

Suponer a y b dos elementos de un conjunto y R una relacion de orden sobre este

conjunto.

e cotas superiores.- cualquier a para el que exista el par aRb, es una cota

superior de b.

e (otas inferiores.- cualquier b para el que exista el par aRb, es una cota

inferior de a.

e FElementos maximales.- Los que no siguen a ningun elemento en el orden

(pueden no ser unicos). Es decir, la mayor de las cotas superiores: si a es el
elemento maximal, entonces no debe existir el par aRb, para un b

cualquiera.

e FElementos minimales.- Los que no tiene ningun elemento que le siga
(pueden no ser Unicos). Es decir, la menor de las cotas inferiores: si b es el
elemento minimal, entonces no debe existir el par aRb, para un a

cualquiera.

Ejemplo 2.24.

Dado el conjunto A={1, 2, 3, 4, 5}, tenemos una relacion binaria, que ya

hemos visto anteriormente que es de orden parcial , sobre A, definida como

R={(ab)/abec Aya<b

conteniendo los siguientes pares

R=<={(1,1), (2,2), (3.3), (4,4),(5.5),(1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2.5),
(4.5)}

e Cotas superiores.- 1 es cota superior de 2, 3,4 y 5; 2 es cota superior de 3

y 5 (observar que no existe (2,4)).
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e Cotas inferiores.- 5 es cota inferior de 1, 2 y 4 (observar que no existe
(3.,5)
e Elemento maximal.- El 1.

e Elementos maximales.- En este caso hay dos: el 3 y el 5.

Se puede observar que el resultado obtenido es contrario a lo que en un
principio se pudiera pensar, debido a nuestra intuicidon sobre la ordenacion de

los nimeros naturales; esa intuicion seria correcta para la relacion S = >.

2.7.5. Diagrama de Hasse

El diagrama de Hasse es un grafo que muestra claramente la relacién de orden de

un conjunto. Para describirlo primero debemos definir algunos puntos.

Suponer a, b y ¢ tres elementos distintos de un conjunto y R una relacion de orden
sobre este conjunto. Se dice que b esté entre a 'y ¢ en el orden si existen los pares aRb
y bRc. Se dice que b sigue a a en ¢l orden si existe el par aRb, pero no hay ningin

elemento c entre a y b(es decir, no existen aRc ni cRb).

Dada una relacion de orden R, se puede hacer un subconjunto de esta en el que
solo se tengan los pares aRb, donde b sigue a a. La relacion Ry que se obtiene es un
subconjunto de un orden estricto, por lo que se puede utilizar para obtener las
propiedades de R. El diagrama de Hasse es la representacion grafica de este

subconjunto de Ry =R.

Ejemplo 2.25.

Dado el conjunto A={1, 2, 3, 4, 5}, tenemos una relacioén binaria, que ya hemos

visto anteriormente que es de orden, sobre A, definida como
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R={(ab)/abe Aya<b}
conteniendo los siguientes pares

R=<={(L1), (2,2), (3.3), (4:4),(5,5),(1,2), (1,3), (1,4), (1.5), (2,3), (2,5),
(4,5)}

De esta obtenemos el subconjunto:
Re={(1.2), (1,4), (2.3), (2.5), (4,5)}

e Los pares de la relacion identidad no cumplen la definicion para pertenecer
aRg

e (1,3) no esta pues existe (1,2) y (2,3)

e (1,5) no esta pues existe (1,2) y (2,5)

Y su diagrama de Hasse

oY

@/ \%@
Figura 2.14. diagrama de Hasse de R, sobre A

En este diagrama es facil identificar el elemento maximal (el 1) y los

elementos minimales (3 y 5), asi como su orden parcial.

Ejemplo 2.26.

Dada la relacion de orden total

R=<={(1,1),(2,2), (3.3), (44), (5.5), (1,2), (1,3), (1,4), (1.5), (2.3), (2,4),
(2,5), 3:4), (3,3), (4,5)}
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Obtener el diagrama de Hasse

Ry ={(1,2), (2,3), (3.4), (4.5)}

(1,3) no esta pues existe (1,2) y (2,3)
(1,4) no esta pues existe (1,2) y (2,4)
(1,5) no esté pues existe (1,2) y (2,5)
(2,4) no esté pues existe (2,3) y (3,4)
(2,5) no esta pues existe (2,4) y (4,5)
(3,5) no esta pues existe (3,4) y (4,5)

Asi el diagrama de Hasse es :

(L @ €, @ 3

Figura 2.15. Diagrama de Hasse del orden total sobre A

Que corresponde con nuestra nocion intuitiva de “ser menor o igual que”

2.8. APLICACIONES (FUNCIONES) ENTRE CONJUNTOS

Dada una correspondencia de A en B (relacion entre A y B), esta sera una
aplicacion (una funcion) de A en B si cada elemento del conjunto inicial (espacio
del dominio) tiene en el conjunto imagen (rango) uno y solo un elemento. En este
caso, a cada elemento del conjunto origen se le llama preimagen y a cada elemento
del rango se le llama imagen. Se suele decir que cada elemento del conjunto origen
(preimagen) tiene una y solo una imagen. Varias preimagenes pueden tener la misma

imagen.

Una consecuencia de esta definicion es que el espacio del dominio y el

dominio son el mismo, por lo que se utilizan como sindénimos.
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Dados los diagramas de la figura 2.16, en el de la derecha, la correspondencia
inversa, no es necesariamente una aplicacion (el elemento a tiene dos imagenes). Si,
como ocurre en este caso, la relacion inversa no es una funcion (aplicacion), se dice

que la funcion (aplicacion) no tiene funcion (aplicacion) inversa.

A E
1 —a
2
3 b
Aplicacidn de AenB Cotrrespondencia inversa. Mo es aplicacidn

Figura 2.16. Diagramas de Venn con aplicacion y su relacion inversa

Una aplicacion sobre una relacion binaria es lo que conocemos como funcion
con un argumento. Si acA y beB, y f una funcion de un argumento se puede denotar
por (a,b) € f, f(a) =b o f:A->B. Si el nombre de la funciéon es conocida, entonces
podremos encontrarnos con la notacion f a (las funciones trigonométricas, por

ejemplo: sen a).

Al igual de las relaciones n-arias, de manera general, una funcién de n
argumentos es una aplicacion, donde el conjunto inicial (espacio del dominio) esta
formado por el producto cartesiano de los A, conjuntos de argumentos, donde todas y
cada una de las n-tuplas (a;, a,, a3, ..., a,), que son las preimagenes, tienen una y
solo una imagen (varias preimagenes pueden tener la misma imagen). Si B es el
espacio del rango, formalmente (observar que se ha definido como una relacién
binaria), una funcion f de n variables es una relacion (n+1)-aria que se puede denotar
por (aj,a2,as,..., an, b) € f, como f(a;,az,a3,..., a,) =b 0 como f: A; x Ay x Az X..x A,

- B.
Ejemplo 2.27
Sean los conjuntos A;={1,2,3} vy A,={4,6,8} y B={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

y sea la relacion binaria, (se invita al lector a obtener la relacion ternaria origen

deR,S = A;x Ayx B):
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R:Arx Ay &> B={[(1,4),5], [(2:4),6], [(3,4),7], [(1,6),7], [(2,6).8], [(3,6).9],
[(1,8),9], [(2,8),10L,[(3,8),11]}

Se puede afirmar que es la funciéon suma de los elementos de A; y A,: cada

preimagen (elemento de A; x A;) tiene una imagen y solo una.

Sea R una relacion binaria entre A y B que no es una aplicacion (funcion), pero
se da la circunstancia de que para el dominio de la misma si es una funcién y los
elementos del conjunto resultante de la diferencia entre el espacio del dominio y el
dominio no aparecen en ningun par de la relacidon (restriccion vacia de A). En este
caso R es una funcién parcial, donde se dice que la funcidon no esta definida para

algunos elementos del espacio del dominio. La funcion parcial se denotara como

E: 4APE

Ejemplo 2.28

Sean los conjuntos A ={1, 2, 3} y B = {a, b} y la relacion R = {(1,a),(2,a)}
sobre estos dos conjuntos. R es una funcidn parcial, ya que la restriccion de A

al dominio de la relacion, es vacia, y ademads es una funcion.

Para representar las funciones podremos utilizar cualquiera de los métodos

utilizados para las relaciones.

2.8.1. Operaciones con funciones. Composicion

Con las funciones se podran realizar las mismas operaciones que con las

relaciones, aunque la composicion de funciones tiene restricciones.

Supongamos los conjuntos A, B, C, donde a E A, b EB y ¢ EC y las funciones
f:A>B y g:B>C. Dados los pares (a,b) y (b’,c), la funcién f compuesta con g



Matematica discreta: Conjuntos, combinatoria v grafos 62

(denotado g o f, observar que es al revés que en las relaciones que no son funciones)
es una funcién cuyos pares son de la forma (a,c), esto es, primer elemento
perteneciente al conjunto origen de R y el segundo elemento perteneciente al conjunto
imagen de S, si y solo si b=Db’. Para que una composicion de funciones siga siendo
una funcion, el rango de f debe ser igual al dominio de g. Si no se cumple esta
propiedad, lo que se obtiene es una relacion fruto de la composicion de otras dos
relaciones (aunque sean funciones). Dado que f(a)=b, g(b)=c, podremos denotar la
composicion de funciones como g(f(a)) y de aqui que la notacién con el operador ‘0’

sea con los operandos invertidos, es decir

go f=g(f(a))

2.8.2. Aplicacion (funcion) suprayectiva

Son aplicaciones suprayectivas, sobreyectivas, epiyectivas o exhaustivas,
aquellas en las que cada elemento del conjunto final (espacio del rango) recibe una o
mas flechas. O lo que es lo mismo, todos los elementos del espacio del rango

apareceran en el segundo elemento del par una o mas veces.

La figura 2.16 izquierda es suprayectiva, pues todos los elementos de conjunto

final tienen una o mas flechas. Esto ocurrira siempre que |A| > |B.

Una aplicacion suprayectiva, por definicion, no podra tener aplicacion inversa.

2.8.3. Aplicacion (funcion) inyectiva

Son aplicaciones inyectivas, aquellas en las que cada elemento del conjunto
final (espacio del rango) recibe como maximo una flecha (una o ninguna). O lo que es
lo mismo, todos los elementos del espacio del rango apareceran en el segundo
elemento del par una o ninguna veces. Esto ocurrird siempre que |A| < |B|. Asi
podemos tener la siguiente aplicacion. Una funcidn inyectiva no podra tener funcion

inversa, aunque si una funcion parcial inversa.
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& B
L a
5 b
C
3
p|

Figura 2.17. Diagrama de Venn para aplicacion inyectiva

2.8.4. Aplicacion biyectiva

Son aplicaciones biyectivas, aquellas en las que se da la circunstancia de que
son suprayectivas e inyectivas a la vez; esto es, para cada elemento del conjunto
inicial (espacio del dominio) le corresponde un elemento, y solo uno, del conjunto
final (espacio del rango) y cada elemento del conjunto final recibe una y solo una
flecha. O lo que es lo mismo, todos los elementos del espacio del rango apareceran en
el segundo elemento del par una y solo una vez. Esto ocurre cuando |A| = |B|. Estas

funciones tendran funcidn inversa.

Figura 2.18. Diagrama de Venn para aplicacion biyectiva

2.9. CONJUNTOS INFINITOS

Recordemos que podemos definir un conjunto finito (cardinalidad finita) por
compresion y en extension o lista. Para un conjunto con un numero infinito de
elementos también son validas estas dos formas de definicion. Sin embargo, en
extension ;coémo poner todos los elementos si su nimero es infinito? Lo que se hace

es poner unos cuantos elementos del conjunto seguidos de puntos suspensivos. Por
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ejemplo el conjunto K de los nimeros Naturales lo podemos definir en extension con

puntos suspensivos:

W= {1,2,3,4....}

Hasta ahora se ha considerado que los conjuntos tienen un numero finito de
elementos. Supongamos un conjunto A finito de cardinalidad |A|; en este conjunto
podemos contar cuantos elementos hay: un primero, un segundo, un tercero... hasta
un numero concreto n=|A|. De esta forma hemos definido una aplicacion biyectiva
entre el conjunto considerado y el orden entre 1 y n dentro del conjunto (0jo esto no
significa que el conjunto esté ordenado, sino que estamos fijando una relacién con un
conjunto numérico para darle un orden a sus elementos). Es decir, se pueden contar
los elementos de cualquier conjunto finito; en este caso se dice que el conjunto es

contable o enumerable. Pero ;son contables los conjuntos infinitos?

Utilizando el argumento anterior, podemos decir que E, aunque sea infinito,
es contable, ya que podemos afirmar que hay un primero, un segundo, un tercero......
Partiendo de esta afirmacion, podemos decir que un conjunto infinito X es contable

si se puede establecer una aplicacion biyectiva de X a H.

Ejemplo 2.29

Sea el conjunto X de todas las cadenas de zetas (los subindices son para

representar el numero de zetas):
X = {21, 212, 212273, 21297374, . ...., Z120Z374. ....Zy tal que n € F }
Podemos demostrar que existe una aplicacion biyectiva de X en H, de manera que

el conjunto de todas las cadenas de zetas sera infinito contable (cadena de 1 zeta,

cadena de 2 zetas, cadena de 3 zetas...., cadena de n zetas).

Decimos que un conjunto es simplemente infinito, 0 no contable si no se

puede establecer una aplicacion biyectiva de X a H.
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Consideremos un conjunto infinito contable A, que es un subconjunto propio
de X (universal). Dado que por definicion hay una aplicacion biyectiva entre A y M,
sobre X sera imposible encontrar una relacion entre X y M que sea una aplicacion
biyectiva, por lo que podemos afirmar que X es un conjunto infinito no contable. Es
decir, dado un conjunto infinito contable, cualquier superconjunto de este no sera

contable.

Ejemplo 2.30

Sea X infinito contable ¢Es el conjunto potencia de X también infinito contable?

Por la ultima afirmacion sabemos que no: tendremos un numero infinito contable
de subconjuntos infinitos contables, lo que es una aplicacion de X sobre F, pero
no biyectiva. A cada elemento del conjunto imagen (conjunto de subconjuntos), le

llegaran un nimero infinito contable de subconjuntos del conjunto origen.

Para entenderlo més claramente, tomemos un caso particular: Definamos el
conjunto X de las cadenas formadas por 0 y 1 (una cadena es una secuencia finita
o infinita de elementos, en este caso ceros y unos), el cual sera un conjunto infinito

aunque contable; definido en extension

X={0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001,.....}

X F0

Figura 2.19. Aplicacion de [IN sobre el conjunto potencia

Ahora demostremos que #° (X) no es contable. Denotemos S; como el conjunto de

subconjuntos de cardinalidad i. Como vemos en el diagrama, por cada subconjunto
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de cardinalidad i1 tenemos varios elementos de X, por lo tanto no es una aplicacién

biyectiva.

Dado que un conjunto infinito contable es una aplicacién biyectiva sobre I,
podemos demostrar que cualquier operacion entre conjuntos infinitos contables es otro

conjunto infinito contable.

Dado que un conjunto finito (contable) es un subconjunto de los conjuntos
infinitos contables, y las operaciones entre conjuntos dan como resultado otro
conjunto, podemos generalizar, para los segundos, las operaciones y propiedades
definidas para los primeros, excepto el concepto de cardinalidad que cambia, no
siendo ya un nimero concreto, y el conjunto potencia de un conjunto infinito contable,

que hemos visto que era, simplemente, infinito.

2.10. SECUENCIAS INFINITAS. SUCESIONES Y CADENAS

Recordemos que una secuencia es una coleccion (finita o infinita) de objetos dados
en un orden y que anteriormente nos hemos centrado en las secuencias finitas, las
tuplas. En estas el orden venia dado por el del producto cartesiano.

Una secuencia infinita se denotard como las tuplas, con la salvedad de que

continuara con puntos suspensivos:

(2,4,7,12,......)

Al igual que las tuplas, una secuencia vacia es aquella que no tiene elementos. Se

denota por A o por € o por ().

El orden en estas secuencias viene dado por la aplicacion biyectiva de cada
elemento de la misma con H, de forma que el primer elemento le corresponde el 1, el
segundo elemento le corresponde el 2....., es decir cada secuencia tiene un numero

contable de elementos.
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Vendra definida por la siguiente funcion (que no es biyectiva, ya que en la
secuencia puede haber elementos de A repetidos, siendo estos significativos en la

misma):
S:H-> A

Las secuencias toman sentido cuando se producen sobre un mismo conjunto, es
decir, todos los elementos de la secuencia pertenecen al conjunto. Si este es finito, el
conjunto de todas las secuencias posibles (al que pertenece la secuencia sobre ese
conjunto) sera infinito contable, y si el conjunto es infinito contable, el conjunto de
todas las secuencias posibles serd incontable. Asi el conjunto de todas las secuencias

posibles no vacias sobre un conjunto A son:

A=A UAZUAIUAY .

y el conjunto de todas las secuencias posibles, incluida la vacia sobre ese mismo
conjunto A sera:
AT=A"UA" UAUA UAY L
Donde A’ es el producto cartesiano del conjunto i veces.

Ejemplo 2.31.

El conjunto X del ejemplo anterior es un ejemplo de A+, donde A = {0,1}, X= A+.

Con la secuencia vacia:

A"={)0,1,00,01, 10, 11,000, 001,.....}

Cuando la secuencia es sobre un conjunto numérico, entonces se llama

sucesion’.

3 Existen algunos autores que utilizan sucesién como sinénimo de secuencia.
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Cuando una secuencia (finita o infinita) es sobre un conjunto de simbolos (por
ejemplo caracteres), se la llama cadena. El conjunto de simbolos sobre el que se
forma la cadena se denomina alfabeto, que es finito. Dado que el conjunto de cadenas
posibles es contable, podemos establecer una relacion de orden, llamado orden
lexicografico, que podemos utilizar para saber facilmente si una cadena es posterior a

otra en ese orden. Dadas dos cadenas ¢, y ¢y:

e Si el primer caracter de la primera cadena es menor que el primer
caracter de la segunda. Entonces ¢; < ¢,
e Si el primer caracter de la primera y la segunda son iguales, ir hasta el
elemento de la cadena en que las dos sean diferentes:
O Si este es menor en la primera cadena que en la segunda
entonces ¢; < Cy.
0 Si la primera cadena se termina antes que la segunda sin

encontrar diferencias, entonces ¢ < ¢,

Una operacion propia de las cadenas finitas es la concatenaciéon. Dadas dos
cadenas X e Y, la concatenacion de las mismas, que se denota por XY o
simplemente por XY, es una cadena formada por los elementos de X seguidos de los

elementos de Y. Esta operacion no es conmutativa, aunque si asociativa.
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3.1. VARIACIONES CON REPETICION

Retomemos las relaciones del capitulo anterior entre dos conjuntos. Ahora lo
que queremos averiguar es el nimero de aplicaciones (funciones) que podemos

tener entre estos dos conjuntos.

Ejemplo 3.1.

Dados los conjuntos A = {1,2,3} y B= {a,b}, una posible aplicacion entre estos
podria ser el conjunto {(1,a) (2,a) (3,b)}.

Esta representacion en pares la podemos reducir a una secuencia finita: si
suponemos que el conjunto origen (espacio de dominio) va a ser siempre una serie de
nimeros consecutivos naturales ordenados (este orden lo damos nosotros, pues
sabemos que un conjunto no tiene orden entre sus elementos), podemos representar el

conjunto anterior como la tupla

{(1,2) (2,a) 3,b)} = (a,a,b)

Ya que el orden natural de los elementos del conjunto origen (espacio dominio)
establece, de manera implicita, la imagen (elemento del rango) que le corresponde a

cada uno de estos elementos.

Como se puede observar, se van a formar tuplas de tres elementos (uno por

cada elemento de A). El conjunto de todas esas tuplas son las posibles variantes de
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funciones desde el conjunto A. En términos formales, cada tupla es una variacion con
repeticion de m elementos tomados de n en n. Se dice con repeticion porque los m

elemento pueden estar repetidos en varias posiciones de la tupla.

Ejemplo 3.2.

Siguiendo con el ejemplo 3.1., las distintas variantes de funciones desde A
hacia B son (luego se describird un método con el diagrama de arbol que se

explica mas abajo):

(a,a,a) (a,a,b) (a,b,a) (a,b,b) (b,a,a), (b,a,b) (b,b,a) (b,b,b)

Que son todas la variaciones con repeticion de los elementos de B, tomados de

3 en tres.

3.1.1. Calculo de las variaciones con repeticion

e En el primer elemento de la tupla podremos tener cualquiera de los elementos del

conjunto final (espacio de rango).

e En el segundo elemento podemos tener todos los elementos del conjunto final

(espacio de rango).

e En la tercera igual,

e En el elemento n de la tupla podremos tener cualquier de los elementos del

conjunto final (espacio de rango).
Asi, el resultado resulta ser exponencial. Si el conjunto final (espacio del
rango) tiene m elementos, y el dominio tiene n elementos, obtendremos las

variaciones con repeticion de m elementos, tomados de n en n, siendo su namero

VR(m,n) =m"
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Siguiendo con el ejemplo del principio, el nimero de variaciones con

repeticion seran:

Ejemplo 3.3.

Las variaciones con repeticion del ejemplo 3.2 seran:

(2 elementos de la primera posicion) x (2elementos de la segunda) x (2

elementos de la tercera)= 2°= 8 tuplas posibles

3.1.2. Diagrama de arbol para variaciones con repeticion

Para representar graficamente, y asi tener una vision del nimero de
variaciones, se puede utilizar el diagrama de arbol. Dado el conjunto final (espacio del
rango), con n elementos y para k-tuplas (n elementos tomados de k en k), la forma de

encontrar el nimero total de tuplas (el numero total de aplicaciones posibles), es:

1.- Dibujamos un punto a la izquierda del diagrama

2.- Desde este punto, y para cada uno de los n elementos del conjunto, sale un arco.
Esto es lo que se llaman arcos de primera generacion. Etiquetamos cada extremo con

cada uno de los elementos.

3.- Para cada una de esos arcos de primera generacion, saldra también un arco por
cada uno de los n elementos del conjunto, con los que se etiquetaran. Estos arcos se

llaman de segunda generacion.

4.- Para cada uno de los arcos de k-1 generacion, sale un arco por cada elemento del

conjunto. A estos arcos se las llama de k-generacion.

El nimero de arcos de k-generacion sera el niimero total de aplicaciones

posibles de estos n elementos tomados de k en k, con repeticion.
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Ejemplo 3.4.

Asi, para el ejemplo anterior en el que m =2 (a y b) y n=3 (3-tupla), el

diagrama de arbol seria:

.<: 3 ={aaa
< b =(aab)
3 ={aha)
b '<: b =(abh)
te=—_t® =thay
b =(hab)
o<: 2 =(bha)
b =(bhb)

n(3-C)=8

VR(2,3) =8

Figura 3.1. Diagrama de arbol para variaciones con repeticion del ejemplo seguido

3.1.3. Relacion con el producto cartesiano

Podemos observar que no hay diferencia entre el diagrama de arbol descrito
para el producto cartesiano que el descrito para las variaciones. De hecho, las
variaciones son un caso particular del producto cartesiano sobre un mismo conjunto k
veces (tomados de k en k) de forma que el niimero de variaciones con repeticion

también se pueden calcular por el principio del producto.

3.2. VARIACIONES SIN REPETICION

Ahora lo que queremos calcular son el nimero de aplicaciones inyectivas entre
dos conjuntos (esto es, aquellas en las que el conjunto final —espacio de rango- solo
puede recibir a lo sumo una flecha o ninguna). De aqui se deduce que el conjunto

inicial (espacio de rango) tiene los mismos o menos elementos que el final (espacio de

dominio).
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|Al < [B|

A partir de la definicion de “inyectiva” deducimos que cada elemento so6lo

puede aparecer en la tupla, una o ninguna vez (de ahi que sean sin repeticion).

Ejemplo 3.5.

Sean dos conjuntos A= {1,2,3} y B = {ab,c,d}, un ejemplo de
aplicacion inyectiva seria el conjunto {(1,a) (2,c) (3,d)}. Aqui también vamos a
considerar implicito el conjunto origen (dominio), con lo que nos quedaria la
tupla (a,c,d) que representa a una de las posibles aplicaciones inyectivas para
esos dos conjuntos.

Las aplicaciones inyectivas posibles para estos dos conjuntos son las

siguientes tuplas:

(a,b,c) (a,b,d) (a,c,d) (a,d,c) (b,a,c) (b,a,d) (b,c,d)(b,d,a) (b,d,c)

Formalmente, se dice que cada una de esas tuplas es una variacion sin
repeticion de m elementos (a, b, ¢, d) tomados de de n en n (de tres en tres), de
manera que un elemento s6lo puede aparecer una o ninguna vez en la tupla. Cada una
de estas, a su vez, es distinta si alguna de las posiciones tiene elementos distintos o

bien lo es el orden en que estan (lo que es obvio por la definicion de tupla).

3.2.1. Diagrama de arbol para variaciones sin repeticion

Dado un conjunto final (espacio de rango), con n elementos y para k-tuplas, se

realiza de la siguiente forma:
1.- Dibujamos un punto a la izquierda del diagrama.
2.- Para cada uno de los elementos del conjunto trazamos un arco. En este caso seran

tantos arcos como elementos posibles en el conjunto. Esto es lo que se llaman arcos de

primera generacion.
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3.- Etiquetamos cada arco con cada uno de los elementos.

4.- Desde cada arco de primera generacion, trazamos tantos arcos como elementos del

conjunto excepto el de la etiqueta del arco de primera generacion del que proceda.

5.- Tendremos m-1 elementos posibles (excluido del que proceden) que etiquetan m-1

arcos de segunda generacion.

6.- Desde cada arco de k-1 generacion, trazamos tantos arcos como elementos resulte
de eliminar del conjunto los elementos que etiquetan de los arcos precedentes
(recorriéndolos hacia atras). Si hemos considerado ya los k-1 elementos como

presentes, estos no pueden ser etiquetas de lineas de k generacion.

7.-Tendremos m-k+1 elementos posibles, que etiquetaran m-k+1 arcos de k

generacion.

El niimero total de arcos de k-generacion sera el nimero total de aplicaciones

inyectivas posibles de estos m elementos tomados de k en k, sin repeticion.

Ejemplo 3.6.

Dados los conjuntos del ejemplo 3.5. obtener las variaciones sin repeticion

mediante el diagrama de arbol descrito.
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2-G béd

. b .<:a M (3-G) = 24
Vimn)=ml/ (m-n)! = 24
d
::h

c'ﬁz

Figura 3.2. Diagrama de arbol para variaciones sin repeticion

3.2.2. Factorial de un namero

Para calcular las variaciones sin repeticion, recordemos lo que es el factorial de
un numero. Dado un niimero natural m, el factorial de m, denotado por m!, se define

por el producto de m por cada uno de los nimero naturales consecutivamente desde

m-1 hasta 1 (los que le preceden)
= m(m-1)!=m(m-1)(m-2)!= m(m-1)(m-2).....3.2.1
Caso particular es el factorial de cero

0l=1
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3.2.3. Calculo de las variaciones sin repeticion

Del diagrama de arbol, podemos obtener que el nlimero de variaciones sin
repeticion sera el nimero de arcos de primera generacion, por el nimero de arcos de

segunda generacion y asi hasta el nimero de arcos de k-ésima generacion.

V(m,k) =m (m-1)(m-2)...... (m-k+1)

Este calculo puede ser muy tedioso, asi que lo vamos a multiplicar y a dividir

por (m-k)!. La ecuacion nos queda

V(m,k) =m (m-1)(m-2)...... (m-k+1) (m-k)! / (m-k)!

De esta forma podemos sustituir el numerador por el factorial de m y asi la

ecuacion finalmente queda

mk)= ——
Vi k) (m-k)!

Se tiene que cumplir la condicion de que m > k, ya que no existe el factorial de

un numero negativo (esto es inmediato por la definicion de aplicacion inyectiva).

Ejemplo 3.7.

El nimero de variaciones sin repeticion del ejemplo 3.6 serd, si m es 4

ykes3:
V(mk)=4!/(4-3)! =24

3.3. PERMUTACIONES

Ahora lo que se pretende es calcular es el numero de aplicaciones biyectivas.
Como ya hemos dicho, estas son suprayectivas e inyectivas a la vez, y se caracterizan

porque el conjunto origen y el conjunto imagen tienen el mismo niimero de elementos
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(esto es obvio ya que los elementos del conjunto imagen s6lo pueden tener una y solo

una flecha).

Sea un conjunto A={1,2,3...n}, de numeros naturales. Si se hace una
aplicacion biyectiva de A sobre A, lo que estamos hallando es una de las posibles
ordenaciones de los n elementos de A. El nimero de permutaciones se denota por

P(n), y son el nimero de ordenaciones posibles de n elementos.

Ejemplo 3.8.

Dado el conjunto C={1,2,3}, una de las aplicaciones biyectivas de C sobre C
seria el conjunto de pares {(1,3) (2,2) (3,1)}. Como en casos anteriores, vamos
a considerar implicito el conjunto origen (al ser una aplicacion biyectiva de A
sobre A, el conjunto origen es implicito), con lo que nos quedaria la tupla (3, 2,

1). El total de las aplicaciones biyectivas de A sobre A serian:

(1,2,3)(1,3,2) (2,1,3) (2,3,1) (3,2,1) (3,1,2)

Observando el resultado, vemos que ningin elemento se repite en cada tupla y
que ademas, cada una de ellas tiene todos los elementos, diferenciandose entre ellas
por el orden de sus elementos. Como ya se dijo, las aplicaciones biyectivas son un
caso particular de las inyectivas, asi una permutacion es un caso particular de las

variaciones sin repeticion.

3.3.1. Calculo de las permutaciones

Para calcular las permutaciones, vemos que son m elementos (1,2,3) tomados

de m en m (de tres en tres), asi aplicando la ecuacion de las variaciones sin repeticion

V(m,m) = P(m)=m! / (m-m)! el denominador es 0 y su factorial 1, luego

P(m) = m!
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Para obtener todas las tuplas posibles se realizard mediante el mismo diagrama

de arbol descrito para las variaciones sin repeticion.

2.4. PERMUTACIONES CON REPETICION

Para entender estas permutaciones, primero pondremos un ejemplo;

supongamos un conjunto de 4 personas, formado por 2 mujeres y 2 hombres

Si ponemos estas personas en fila, ;Cuantas posibles ordenaciones posibles
tendriamos de las 4 personas? En este caso vamos a definir cada persona como un

elemento distinto, asi queda el conjunto Personas={m1,m2,h1,h2}.

Calculamos las permutaciones sin repeticion

P(4) = 4! = 24 permutaciones distintas

Si hacemos el diagrama de arbol para permutaciones sin repeticion, obtenemos

las siguientes 24 cuadruplas (cuatro personas distintas en fila):

(m1,m2,h1,h2) (m1,m2,h2,h1) (m1,h1,m2,h2) (m1,h1,h2,m2) (m1,h2,m2,h1)
(m1,h2,h1,m2) (m2,m1,h1,h2) (m2,m1,h2,h1) (m2,h1,m1,h2) (m2,h1,h2,m1)
(m2 h2,m1,h1) (m2,h2,h1,m1) (h1,m1,m2,h2) (h1,m1,h2,m2) (h1,m2,m1,h2)
(h1,m2,h2,m1) (h1,h2,m1,m2) (h1,h2,m2,m1) (h2,m1,m2,h1) (h2,m1,h1,m2)
(h2,m2,m1,h1) (h2,m2,h1,m1) (h2,h1,m1,m2) (h2,h1,m2,m1)

Ahora nos hacemos la siguiente pregunta ;Cuantas posibles ordenaciones

tendriamos de hombres y mujeres en la fila?

Para llegar a la solucion, lo que hacemos es determinar clases de elementos del

mismo tipo: en nuestro ejemplo hombres y mujeres.

La clase hombres tiene dos elementos, y el nimero de permutaciones posibles

de estos dos elementos es de 2! =2, que son las duplas (h1, h2) (h2, h1). En el caso de
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las mujeres las permutaciones posibles de sus dos elementos es también 2 y sus duplas

son (ml, m2) (m2,m1).

Lo importante aqui son las clases de elementos. En cada una de ellas, sus
elementos no se pueden distinguir los unos de los otros (un hombre no se distingue de
otro). En las tuplas, esto se consigue por la eliminacion de los subindices, lo que

resulta en tuplas iguales: (h,h) para hombres y (m,m) para mujeres.

Para identificarlas vamos a tomar primero la clase hombres:

e Tomemos la primera permutacion (ml,m2,h1,h2).

e Los hombres estan en las posiciones finales y las mujeres en las iniciales. Si
solo tenemos en cuenta la clase hombres, la forma de la tupla serd

(m1,m2.,h,h).

e Si revisamos las tuplas, y las comparamos con la anterior, resulta que, si
eliminamos los subindices de los hombres. (ml1,m2,h1,h2) serd igual que

(m1,m2,h2,h1)

e Si cogemos la siguiente tupla (m1,h1,m2,h2), y se convierte en (ml,h,m2,h),
también tenemos dos tuplas iguales (m2,hl,ml1,h2) y (m2,h2,m1,h2) si

eliminamos los subindices de los hombres.

e Procedemos asi hasta que no queden grupos de tuplas.

El resultado es el siguiente (tachamos las iguales)

(ml,m2,hh) ¢ebmZhh) (m1,h,m2,h) (m1,h,h,m?2) tmbhmh) (mbhhm?)
(m2,m1,h,h) @n2ymishh) (m2,hm1h) (m2,h,hm1) (2 hmbhm2hhmD)
(h,m1,m2,h) (h,m1,h,m2) (h,m2,m1,h) (h,m2,h,m1) (h,h,m1,m2) (h,h,m2,ml)

ehTm_l_am%héehTm_l_)hTmQ_)a > > s ERax) 51ty B sy B

Sobre este conjunto de tuplas resultante, aplicamos el mismo procedimiento ahora

a las mujeres: tomamos la primera permutacion, (ml,m2,h,h) y le eliminamos los
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subindices, resulta que la tupla (m2,ml,h,h) es igual a la anterior. Procedemos asi

hasta que no queden grupos de tuplas.

El resultado es el siguiente (tachamos las iguales):

(m,m,h,h) (m,h,m,h) (m,h,h,m) tasashshy Gashsmsh) (aashshsm) (h,m,m,h) (h,m,h,m)
(hssmsh) (Bsshsm) (h,h,m,m)-Chshsarsm)

Eliminando las tuplas repetidas, nos queda el conjunto:

(m,m,h,h) (m,h,m,h) (m,h,h,m) (h,m,m,h) (h,m,h,m) (h,m,m,h)

Ejemplo 3.9.

Supongamos ahora que tenemos una fila con 5 personas de las cuales son 3
mujeres y 2 hombres. El nimero de permutaciones (ordenaciones) de las 5
personas serd de 5! = 120 quintuplas. Si cogemos los elementos de la clase

mujeres, resulta que tendremos 3!=6 permutaciones:

(ml,m2,m3) (ml,m3,m2) (m2,m1,m3) (m2,m3,m1) (m3,m1,m2) (m3,m2,ml)

Ahora cogemos una quintupla, por ejemplo (m1,m2,h1,m3,h2), le quitamos los
subindices a las mujeres y buscamos todas las que son de la forma (m,m,h1,m,h2).

Efectivamente, son seis que corresponden a las seis ternas de la clase mujeres:

(m1,m2,h1,m3,h2) (m1,m3,h1,m2,h2) (m2,m1,h1,m3,h2)
(m2,m3,h1,m1,h2) (m3,m1,h1,m2,h2) (m3,m2,h1, m1,h2)

Si eliminamos los subindices de las mujeres, resultard que estas 6 quintuplas son
iguales. Si continuamos con todas las tuplas, cada 6 quintuplas originales, se

produce una permutacion con repeticion de elementos de la clase mujeres.

De la misma forma, lo hariamos con los hombres. Si cogemos los elementos de la

clase hombres, resulta que tenemos 2! = 2 tuplas distintas
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(h1,h2) (h2,h1)

Ahora cogemos una quintupla, por ejemplo (ml,m2,h1,m3,h2), le quitamos los
subindices a los hombres y buscamos todas las que son de la forma
(m1,m2,h,m3,h). Efectivamente son dos, que corresponden a los dos pares de la

clase hombres:

(m1,m2,h1,m3,h2) (m1,m2,h2,m3,h1)

Si eliminamos los subindices de los hombres, resultard que estas dos quintuplas
son iguales. Si continuamos con todas las quintuplas, cada 2 originales, se produce

una permutacion con repeticion de elementos de la clase hombres.

Si eliminamos todos los subindices a cada grupo de permutaciones, resulta que

tenemos 10 permutaciones con repeticion de 5 elementos con grupos de 3 y 2:

(m,m,h,m,h) (m,m,m,h,h) (m,h,m,m,h) (h,m,m,m,h) (h,m,m,h,m)

(h7m9h3m,m) (h’h,m,mim) (m’mih,h7m) (mﬁh’h,mim) (m’m7m7h’h)

De manera general, este proceso se realiza para cada una de las clases de

elementos que se puedan tener en el conjunto original.

Para un numero de elementos grande, utilizar este método para calcular el numero
de permutaciones resultantes puede ser un trabajo tedioso. Sin embargo nos ofrece una
idea intuitiva para calcularlas de manera analitica. Se puede afirmar que el nimero de
permutaciones con repeticion (permutaciones con clases de elementos) es el nimero
de permutaciones sin repeticion, tomando todos los elementos distintos, dividido por
el nimero de permutaciones sin repeticion de cada clase, donde sus elementos

también se consideran distintos.

Formalmente
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F(n) n!

abe.. — —
PRy P(a) P(b).P(c).... al bl ol

Donde n es el numero total de elementos y a, b, ¢ el numero de elementos que

son de la misma categoria. Se tiene que cumplir que a+b+c+...=n
Ejemplo 3.10.

Como resultado del ejemplo de la fila de 2 hombres y 2 mujeres, se confirma

que el nimero de permutaciones es 6 :

22 P4) 41

PR = —
P(2) P(2) 2 2

y como resultado del ejemplo de la fila de 3 mujeres y 2 hombres, se confirma

que el numero de permutaciones es 10:

Rz,:: _ P(5) ]

= = =10
> P() PQ)

30 2

Que coincide con el nimero de tuplas obtenidas anteriormente.

3.5. COMBINACIONES SIN REPETICION

Hasta ahora se han estado viendo aplicaciones (funciones) entre conjuntos y
sus posibles resultados. Ahora lo que nos interesa es calcular el numero de
subconjuntos de un conjunto dado. Para ello vamos a necesitar el conjunto de las

partes de un conjunto o conjunto potencia &’ (X) . Dado un conjunto A = {a,b,c}. Los

subconjuntos posibles son:

e Subconjunto de cardinalidad 0.- Conjunto vacio
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e Subconjuntos de cardinalidad 1.- {a}, {b},{c}

e Subconjuntos de cardinalidad 2.- {a,b},{a,c},{b,c}

e Subconjuntos de cardinalidad 3.- Conjunto A .- {a,b,c}

Si los contamos, resulta que | P(A)= 8, lo que coincide con

| P(A)] = 2"=27=8

Para las combinaciones, lo que nos interesan son los subconjuntos de cardinalidad
i, con 0 <1i<|A| (todos excepto el vacio y el propio conjunto). Asi Para el conjunto
A, que tiene cardinalidad 3, tiene 3 posibles combinaciones de dos elementos (n=2).
Una combinacion es cada uno de los elementos del conjunto de subconjuntos de A de

cardinalidad 2.

Generalizando, dado un conjunto de cardinalidad m, queremos calcular el nimero
subconjuntos de cardinalidad n, donde m > n. Es decir, calcular el nimero de
combinaciones de los m elementos del conjunto tomados de n en n, Recordar que son

subconjuntos por lo que no hay ningtn orden:
{a,b} = {b,a}
3.5.1 Calculo de combinaciones sin repeticion
Supongamos el ejemplo anterior, en el que solo conocemos A={a,b,c}.
Sabemos que el nimero combinaciones posibles de A, puestos de dos en dos
(subconjuntos de cardinalidad 2) son {a,b},{a,c},{b,c}. Ahora queremos calcular de

manera analitica el nimero de combinaciones.

Una primera aproximacion podria ser calcular las variaciones de 3 elementos

tomados de 2 en dos; el resultado de estas variaciones es:

(a,b) (a,c) (b,a) (b,c) (c,a) (c,b), V(3,2)=3!/(3-2)! =6
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Recordar que las variaciones son tuplas (elementos ordenados) y las
combinaciones no tienen orden. Vamos a considerar clases de pares, de manera que, si
un par tiene los mismos elementos que un subconjunto de cardinalidad n, entonces
esos pares pertenecen a la misma clase, y por lo tanto sus elementos al mismo

subconjunto.

Para el subconjunto {a,b}, las tuplas (a,b) (b,a) serian de la misma clase
Para el subconjunto {a,c} las tuplas (a,c) (c,a) serian de la misma clase

Para el subconjunto {b,c} las tuplas (b,c) (c,b) serian de la misma clase

Pongamos otro ejemplo. Sea A={a,b,c,d} y queremos saber el nimero de

subconjuntos de cardinalidad 3.

El nimero de variaciones sera V(4,3)=4! /(4-3)! =24

Las ternas (a,b,c) (a,c,b) (b,a,c) (b,c,a) (c,a,b) (c,b,a) son de la misma clase y
sus elementos pertenecen al subconjunto {a,b,c}

Las ternas (a,b,d) (a,d,b) (b,a,d) (b,d,a) (d,a,b) (d,b,a) son de la misma clase y
sus elementos pertenecen al subconjunto {a,b,d}

Las ternas (b,c,d) (b,d,c) (¢,b,d) (c,d,b) (d,b,c) (d,c,b) son de la misma clase y
sus elementos pertenecen al subconjunto {b,c,d}

Las ternas (a,c,d) (a,d,c) (c,a,d) (c,d,a) (d,a,c) (d,c,a) son de la misma clase y

sus elementos pertenecen al subconjunto {a,c,d}

De donde sale que hay 4 subconjuntos de cardinalidad 3.

Se puede afirmar (se demuestra por induccién) que todos los subconjuntos
tienen el mismo nimero de posibles ordenaciones, que corresponden al nimero
permutaciones sin repeticion de los n elementos (recordar que son subconjuntos de

cardinalidad n).

En nuestros dos ejemplos, el numero de permutaciones sin repeticion de los
elementos del subconjunto, en el primer caso son 2!=2 pares, y en el segundo ejemplo

31=6 ternas.
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Las n-tuplas con los mismos elementos se consideran iguales; se eliminan las
que sobren, y esto es equivalente a dividir las variaciones de los m elementos del
conjunto tomadas de n en n (subconjuntos de cardinalidad n para un conjunto de
cardinalidad m) por el nimero de permutaciones de los elementos del

subconjunto.

Asi en nuestro ejemplos, en el primero son C(3,2)=3 subconjuntos y en el

segundo C(4,3)=4 subconjuntos (que coincide con la cantidad obtenida anteriormente)

Formalmente, para un conjunto de m elementos, el conjunto de combinaciones

de orden n (el nimero de subconjuntos con n elementos) sera:

Vim,n)

C{m.n) =
n!

Si hacemos la sustitucion, nos queda finalmente

. m! m!
C{m.n) = =
(m-n)! n! (m-n)!

n!

El nimero de combinaciones se denota por C(m,n), 0 mas comunmente por
.
(%)

combinaciones de m elementos tomados de n en n.

, humero combinatorio (notacion de Euler) y se lee como el niimero de

Con esta ecuacion hemos establecido la base para completar el calculo del
cardinal del conjunto potencia de uno dado, este Gltimo de cardinalidad finita (visto en

el primer capitulo)



Matematica discreta: Conjuntos, combinatoria v grafos 86
3.6. COMBINACIONES CON REPETICION

Este es un tipico problema de clasificacion. Pongamos un ejemplo: Tenemos
un conjunto finito de personas, por ejemplo 10; si tenemos 3 filas distintas ;de cuantas
maneras distintas se pueden distribuir las filas? En la siguiente tabla se da la solucion,

donde F; es fila 1, Fy es fila2 y Fs es fila 3

Fi. i, Fs|F F F|F F, F3|F F, F3|F F» F3 |Fir Fo Fs
o o0 10,1 0 972 1 7|3 3 414 6 0|6 4 0
o 1 91 1 8{2 2 6|3 4 3|5 0 5|7 0 3
o 2 8|1 2 72 3 5|3 5 2|5 1 4,7 1 2
o 3 7|11 3 6|2 4 4|3 6 1|5 2 3|7 2 1
o 4 6|1 4 52 5 313 7 0|5 3 27 3 0
o 5 511 5 42 6 2|4 0 6|5 4 1,8 0 2
o 66 4|1 6 3|2 7 1|4 1 5|5 5 08 1 1
o 7 3|1 7 212 8 0|4 2 4|6 0 4|8 2 0
o 8 21 8 1(3 0O 74 3 3|6 1 3|9 0 1
0 9 1 1 9 0|3 1 6|4 4 2|6 2 2|9 1 0
0O 10 0|2 O 8|3 2 5|4 5 16 3 110 0 O

Sea un conjunto A finito y no vacio de n elementos |A|=n (en nuestro ejemplo
son las 3 filas). Sea k un numero entero positivo (en nuestro caso el nimero de
personas), donde k > n. Cada uno de los elementos del conjunto define una clase (3
categorias de filas); cada combinacion con repeticion estara compuesta por X
elementos de k para la categoria 1 (entre cero y k elementos), x, elementos de k para
la categoria 2 (entre cero y k elementos),....x, elementos de k para la categoria n

(entre cero y k elementos), cumpliéndose que x;+xy+...+x,=k

Como caso particular de las combinaciones con repeticion, seria aquella en la
que se distribuyen uniformemente los elementos en las filas, que es la calculada

mediante el principio de la distribucion de conjuntos.
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3.6.1. Calculo de las combinaciones con repeticion
Dado que los elementos son iguales ;Cémo identificamos los elementos en

cada una de las n categorias de A? Lo que hacemos es construir una cadena de digitos

de la siguiente forma:

e Tantos 1,s como nimero de elementos x;

seguido de 0 como marca de categoria 1
e Tantos 1,s como niimeros de elementos X,

e seguido de 0 como marca de categoria 2

e Tantos 1,s como nimero de elementos x,,.

(no hace falta marca de fin de categoria n; esta implicita ya que es la tltima).

Asi, en la cadena resultante, tendremos k unos mas n-1 ceros (marca de
primera, de segunda,..., de n-1 categoria). Una vez que hemos traducido a una cadena
de 0,s y 1,s, el problema se reduce a encontrar el nimero de combinaciones sin

repeticion posibles de k+n-1 elementos tomados de k en k

En nuestro ejemplo, la traduccion en una cadena de 0,s y 1,s para una posible

combinacion, Filal=3 fila2=3 fila 3=4, resultaria en una cadena de k+n-1 elementos
111011101111

Luego, la ecuacion para el calculo de combinaciones con repeticion quedaria

k+n-1 (k+n-1)! (l;+11-]_) !
CR)= CllnLi=(" )= K [(kto-1)-k]0 Ki(n-1)!
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Continuando con nuestro ejemplo, de 3 filas y 10 personas, resulta que los

elementos de la tabla anterior son:

- 121 .
0131y 66

CR{3,10=C(10+3-1.10 ) = (I 10 101 (12-10)!

3.7. PRINCIPIO DE INCLUSION Y EXCLUSION (CONJUNTOS)

Para finalizar este capitulo, habiendo visto ya las combinaciones, ya podemos
explicar este principio de la teoria de conjuntos. Este nos dice que, dados unos
conjuntos, si somos capaces de saber los elementos que pertenecen a la interseccion de
estos conjuntos, entonces seremos capaces de determinar la cardinalidad de la union
de estos mismos (en el principio de adiccion solo se ha contemplado si los conjuntos

son disjuntos).

Primero vamos a definirlo para dos conjuntos; su ecuacion es:

|AUB|=|A|+B|-|AMB|

Si observamos el diagrama de Venn, la cardinalidad de la unién anterior se

puede escribir como

|IAUB|=]AMB|+|ANB|+|AMNB|

también vemos que
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|A| = |A M B[ + |A M BJ; despejamos y nos queda |A (M1 B[ = |A] - |A M B|
|B| =|AT1B| + |A (M BJ; despejamos y nos queda |A 11 B|=|B| - |A [ B]

Si sustituimos el resultado de estas dos ecuaciones en la primera, nos queda

IALUB|=[A|l-]AMB[]+[B|-AMB[]+]|AMB|

Donde, operando, obtenemos la ecuacion del principio de inclusién-exclusion

Al ser el principio de la adiciébn de conjuntos un caso particular del de
inclusion-exclusion, podremos aplicar la ecuacion de este Ultimo para conjuntos

disjuntos.

Pero ;qué ocurre si tenemos la uniéon de muchos conjuntos con elementos

comunes todos ellos y entre ellos?

Sea n el niumero de conjuntos, donde Aj,A,,...,A, son conjuntos finitos.
Llamamos o; a la suma de los cardinales de todas las intersecciones de i conjuntos
distintos, tal que 1<i<n (es decir, todas las combinaciones posibles de n conjuntos

tomados de 1en1i)

1= ‘A1|+‘A2|+. . ..+|An’
o= |A1ﬁ A2|+|A1ﬁ A3|+....+|An_1ﬁ An|
3= |A1ﬁ Azm A3|+|A1[ﬁ] A3[ﬁ] A4|+. ...+|An_2[ﬁ] An_lﬁ An |

Entonces se cumple que :

A UA UA U LU A = ag- 00t 03-..... . + (-1 oy
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CAPITULO 4.- TEORIA DE GRAFOS

4.1.- DEFINICIONES

Todas estas definiciones son para grafos finitos:

e Vértice 0 nodo.- Se representara por una circunferencia o un punto, que podra

estar etiquetado. Cuando estemos en teoria de grafos lo encontraremos
como vértice y si estamos con técnicas de uso de grafos, normalmente se

usari el término nodo.

e Arista y arco.- Si A y B son dos nodos distintos, hay dos opciones: arista no

dirigida y arista dirigida:

0 Una arista (arco) no dirigida se define como un conjunto de dos nodos
de la forma {A,B}. Su representacion serd con una linea que une los
dos nodos. Se dice que dos nodos unidos por un arco son adyacentes y

también que son los extremos del arco, el cual incide en ambos nodos.

0 Una arista (arco) dirigida se define como un par ordenado de la forma
(A, B). Su representacion serd con una linea con direccion hacia el
segundo nodo del par. Dado un arco dirigido de A hacia B, se dice
que A es adyacente a B, pero B no es adyacente a A (salvo que haya
otro arco dirigido de B hacia A). Al nodo del que sale el arco, A, se le
llama origen o inicial y al nodo en el que incide, B, se le llama fin o

terminal.

Uno nodo sobre el que no incide ninguna arista, se dice que es aislado.

e Grado de un vértice (nodo).- Si las aristas no son dirigidas es el nimero de de

las mismas que inciden en el vértice (nodo). Si las aristas son dirigidas es
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el nimero de aristas que salen (grado positivo o de salida) mas el nimero

de aristas que entran (grado negativo o de entrada).

¢ Grafo (no dirigido).- conjunto finito de ‘vértices’ distintos unidos por ‘aristas’.

Formalmente, un grafo es un par de la forma G=(N, A), donde

0 N es un conjunto finito no vacio de nodos.

O A esun conjunto de aristas (vacio o no vacio), es decir, de conjuntos de

dos elementos, que son los vértices que se unen.

e Grafo dirigido o digrafo.- Conjunto finito de ‘vértices’ distintos unidos por

‘arcos’. Formalmente, un grafo dirigido es un par de la forma G=(N, A),

donde:

0 N es un conjunto finito no vacio de nodos.

O A es un conjunto de pares ordenados (vacio o no vacio), llamados
arcos directores, que describen la conexion desde el primer nodo hacia

el segundo. Asi (A,B) # (B,A).

Desde el punto de vista de la teoria de conjuntos, un grafo dirigido es una
relacion sobre el conjunto N de los nodos del grafo. Como consecuencia de
ello, un grafo puede tener las mismas propiedades que las relaciones a las

que representa.

e Grafo regular-. Si todos sus vértices tienen el mismo grado.

e Grafo completo.- Un grafo regular se dice que es completo si en cada nodo

existe una arista que sale a cada uno de los nodos restantes del grafo (cada

nodo es adyacente con todos los demas).

e Grafo etiquetado o ponderado.- Es un grafo al que se le han asignado valores

a sus aristas. Si no es asi, se considera que se etiqueta con 1.
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e Grafo nulo.- Es aquel que todos sus nodos son aislados, es decir A= Q.

e Subgrafo.- Es también un grafo (dirigido o no), extraido del grafo original.
Formalmente el grafo G’=(N’, A’), es subgrafo de G=(N, A) si

0 N’ es un subconjunto no vacio de nodos de N.

O A’ esun subconjunto de A (vacio o no).

Es decir, la forma de obtener un subgrafo de otro grafo es eliminando nodos

y/o aristas.

e Pseudografo’ - Es un grafo (o grafo dirigido) en el que se permiten aristas
(arcos) cuyos extremos salen y entran al mismo nodo, es decir, cada arista
(arco) forma un bucle o lazo sobre si mismo, siendo un conjunto de la forma
{A,A} oun par ordenado de la forma (A,A), para grafo no dirigido y dirigido

respectivamente. El grado de un nodo que solo tiene un bucle es 2.

e Multigrafo.- Es un grafo en el que puede haber més de una arista entre dos
nodos cualesquiera. Si el grafo es dirigido esas aristas deben ir en la misma
direccion. Se dice que estas aristas repetidas son paralelas. Formalmente, en el
conjunto A de aristas (arcos), puede haber dos con los mismos extremos pero
ser distinta arista (arco). Luego se vera como diferenciarlos.

Las categorias de grafo, digrafo pseudografo y multigrafo, no son excluyentes

entre si. Por ejemplo podemos tener multipseudodigrafos.

grafo Multigrafo pseudografo

Grafos no dirigidos

Figura 4.1. Grafos diversos

4 . . .. .,
Algunos autores consideran que no es necesaria la distincion entre pseudografo y grafo.
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Dependiendo de la disciplina en la que utilicemos los grafos, seran mas

tipicos unos u otros tipos de grafos.

e Camino.- Es una sucesion finita de nodos y aristas (arcos) alternativamente,
de manera que entre dos nodos adyacentes hay una arista. La definicion de
adyacencia antes dada hace que el camino no dirigido no sea igual al camino
dirigido. No obstante habra casos en los que nos interese analizar caminos no
dirigidos en un digrafo, (esto es, obviando las direcciones de las flechas).
Excepto para los multigrafos (més de un camino entre dos nodos adyacentes),
la sucesion puede simplificarse a una secuencia de sélo nodos, dado que en un

grafo solo hay un posible camino entre dos nodos adyacentes.

e Longitud de un camino.- Si el grafo no esta etiquetado es el nimero de

aristas (arcos) que tiene. Si la arista (arco) esta etiquetada con numeros, a esta
etiqueta se le suele llamar longitud de la arista (arco), y la longitud total del

camino sera la suma de las etiquetas de las aristas (arcos).

e Camino elemental, simple o ruta.- Es aquel que no pasa dos veces por el

mismo nodo.

e Camino sencillo.- Es aquel que no pasa dos veces por la misma arista.

e Camino abierto.- Cuando en un camino, el tltimo nodo no es el mismo que el

primero.

e Camino Cerrado o ciclo.- si el tltimo nodo del camino es el mismo que el

primero y al menos hay dos aristas distintas. Formalmente, dados los nodos de
un camino (n;...ng), donde n;=ngx y k >1, y todos los nodos son distintos
excepto n; y ng. Como consecuencia de esta definicion si un grafo es no
dirigido, el numero de aristas del ciclo sera mayor que 2. En un multigrafo no

dirigido se admiten en el ciclo dos aristas, si estas no son repetidas.

e Circuito .- Camino cerrado sencillo: no se repite ninguna arista (arco).

° Hay autores que no distingue entre camino cerrado y circuito
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Grafo _conexo.- Cuando entre dos nodos cualesquiera (todos) hay al menos un

camino no dirigido (tanto grafos como digrafos). Dicho de otra forma, hay un
camino no dirigido para cada dos nodos cualesquiera del grafo. Si no es
conexo, €s no conexo, inconexo o desconexo. Los conexos se pueden

clasificar en:

0 Grafo simplemente conexo o polidrbol.- Cuando para cada dos nodos

cualesquiera (todos) hay solo un camino no dirigido y solo uno.

0 Grafo miultiplemente conexo.- Para algiin par de nodos (alguno) hay 2

o mas caminos no dirigidos entre ellos (como consecuencia de la
definicion, si hay un camino no dirigido cerrado, es multiplemente

conexo).

Grafo fuertemente conexo.- Es un grafo dirigido en el que entre dos nodos

cualesquiera (todos) hay al menos un camino dirigido. Esto significa que,

dados dos nodos cualesquiera A y B, se puede llegar de AaByde BaA.

O
\QO \QO b\o

a) Inconexo b) Simplemente conexo ¢) Multiplemente conexo

Fig 4.2.- Grafos conexos

Se puede observar en la figura 4.2. que son grafos dirigidos. Para
clasificarlos como conexos se tiene en cuenta el camino no dirigido, por tanto

obviamos las flechas de direccion.

Grafo_euleriano.- Un camino euleriano es aquel camino sencillo (las aristas

aparecen una y solo una vez) que contiene todas las aristas del grafo. Si un
grafo tiene algun circuito euleriano, se dice que es un grafo euleriano.
Un circuito euleriano se dard siempre que todos y cada uno de los vértices

tengan un grado par.
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e Grafo hamiltoniano.- Un camino hamiltoniano es un camino simple que

contiene todos los vértices del grafo una y solo una vez. Si hay un ciclo simple
(camino simple cerrado), se dice que el grafo es hamiltoniano. Todavia no se
ha encontrado un método eficaz para resolver un camino hamiltoniano.

4.1.1. Grafos no dirigidos

o Longitud de un ciclo.- Numero de aristas distintas que tiene un camino

cerrado.

e Arbol o arbol libre.- Un grafo conexo que no tiene ciclos (aciclico).

Un arbol tiene las siguientes caracteristicas:
0 Paran nodos, hay exactamente n-1 aristas.
O Si se afiade una arista, entonces se produce un ciclo

O Si se elimina una arista, entonces deja de ser conexo.

e Arbol de expansién.- Dado un grafo conexo y no dirigido G(N,A), se dice que

el subgrafo conexo no dirigido de G, G’(N,A’), resultante de quitar a G todos

los ciclos es su arbol de expansion.
e Bosque.- Es un grafo que no tiene ciclos pero que no es conexo. Para cumplir

con la definicion, cada subgrafo conexo que pertenece al bosque es un arbol

(de ahi el nombre de bosque).

3.1.2. Grafos dirigidos

Dado el grafo dirigido de la figura 3 vamos a definir la relacion entre sus nodos:

O—E—=0O—0@

Fig 3.3. Grafo dirigido simple
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A es precedesor de B y viceversa, B es sucesor de A. (distancia 1)

A es antepasado de D si se da una de las siguientes condiciones:
A es predecesor de D o
0 Existen un nodo B que es sucesor de A y antepasado de D (definicion
recursiva, para distancia >1).
D es descendiente de A si se da alguna de las siguientes condiciones:

0 Dessucesorde A o

0 Existen un nodo C que es predecesor de D y descendiente de A

(definicion recursiva para distancia >1).

A y B son familia. Una familia es el conjunto de un nodo y de todos sus

padres (si tuviera mas de uno).

Ciclo (dirigido).- Cuando, habiendo un camino cerrado, este se puede recorrer

en la direccion indicada por los arcos (camino cerrado para un digrafo).

Bucle®.- Cuando, habiendo un camino no dirigido cerrado, este NO se puede

recorrer en la direccion indicada por los arcos.

Grafo Dirigido Aciclico (GDA -DAG en inglés- ).- son aquellos grafos

dirigidos en los que no hay ciclos (aunque si puede tener bucles). En estos,
PADRE es sinénimo de predecesor ¢ HIJO es sinonimo de sucesor. Los
nodos que no tienen hijos (no tienen descendientes) se llaman
TERMINALES, HOJAS O EXTREMOS. A su vez todos los nodos que no
son extremos, se denominan NO TERMINALES O INTERNOS.

Un GDA conexo define una relacion de orden parcial sobre N, conjunto de los

nodos (ademads de la propiedad reflexiva y antisimétrica, cumple la propiedad

% No confundir con los bucles de los pseudografos.
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transitiva; si tuviese ciclos, ya no cumpliria esta ultima, y por lo tanto no

podriamos determinar un primero y un ultimo). Algunos detalles:

0 Un hijo puede tener varios padres

0 Como minimo tiene un nodo del que solo salen arcos y como minimo

tiene un nodo al que solo le llegan los arcos (dirigidos).
e Polidrboles.- Son GDA,s conexos que no tienen bucles (es decir, no tiene
caminos cerrados). Al igual que en los anteriores, un nodo puede tener mas de

un padre.

e Arboles con raiz (dirigidos)- Son poliarboles (GDA,s conexos sin bucles) en

los que cada nodo tiene exactamente un padre. Sus propiedades son:
0 Existe un unico nodo que no tiene antepasados y que ademads es

antepasado de todos los demds. Se denomina RAIZ.

0 Esta raiz no tiene ningln padre. El resto de nodos tienen exactamente
un padre. Los nodos que tienen el mismo padre son HERMANOS.

A partir de la definicion se deduce que, para cualquier nodo del

arbol, existe un camino (y solo uno) desde este nodo hasta el nodo raiz.

A este camino se le llama rama del arbol (recordar que es antepasado

de todos los nodos, y por tanto ese camino tiene que existir).

L b p o8y

a) GDA (con bucle) b) Poliarbol ¢) Arbol con raiz

Fig 3.4. Grafos dirigidos

Si se senaliza la raiz como tal, podremos dibujar el arbol con aristas sin

direccion, ya que esta estard implicita en ¢l mismo.
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Ademés, tiene las mismas caracteristicas que un arbol libre:
* Para n nodos, hay exactamente n-1 aristas.
= Si se anade una arista, entonces se produce un bucle o un ciclo.

= Sise elimina una arista, entonces deja de ser conexo.

e Arbol de expansién.- Dado un grafo conexo y no dirigido G={N, A), se dice

que el subgrafo conexo no dirigido de G, G’={N’, A’>, es el resultante de

quitar a G todos los bucles y ciclos es su arbol de expansion.

4.2. ARBOLES Y GDA.S DE UNA RAIZ

Dado un nodo cualquiera del arbol con raiz, o un nodo cualquiera en un GDA

con solo una raiz, este tiene unas caracteristicas:

e Altura de un nodo.- nimero de arcos, POR EL CAMINO MAS LARGO,
desde ese nodo hasta un nodo terminal. La altura de un nodo terminal es cero.

e Altura del arbol 0o GDA con una raiz.- Es la altura del nodo raiz.

e Profundidad de un nodo.- Numero de arcos que hay desde el nodo raiz a ese
nodo POR EL CAMINO MAS CORTO (esto es obvio en el caso de arboles,
en el que solo hay un camino posible). La profundidad de la raiz es cero y la de
cualquier otro nodo es la de su antecesor (padre) menos profundo mas 1
(recordar que en un GDA —con una raiz en este caso-, se puede dar el caso de

tener un nodo que tenga mas de un padre).

e Profundidad del arbol o GDA con una raiz.- El numero de arcos que hay

desde el nodo raiz hasta el nodo terminal menos profundo.

e Nivel de un nodo en un arbol.- En la mayor parte de la bibliografia

consultada, el concepto se define como nivel de profundidad del nodo, siendo



Matematica discreta: Conjuntos, combinatoria v grafos 100

por tanto sinonimo de profundidad. Asi la raiz esta en el nivel 0, sus hijos en el
nivel 1, ....

Otros autores definen el nivel como la diferencia de la altura de la raiz menos
la profundidad del nodo. Esta definicion, que es poco usual, y es equivalente a
decir que los nodos terminales mas profundos estan en nivel 0, sus padres en el
nivel 1....

Ejemplo 4.1.

Dado el arbol de la figura, identificar cada parametro del mismo.

()
ORRONO
06 Q
&)

0 Profundidad del arbol.- El nodo terminal menos extremo es el 3, luego

la profundidad del arbol es 1.
0 Elnodo 8§, 6,3 y 7 tienen una altura 0 (son terminales)
0 Elnodo 5y 4 tienen una altura 1.

0 El nodo 2 tiene una altura 2. (recordar, camino mas largo a un nodo

terminal, el 8 en este caso)

0 Elnodo 1, que es el raiz tiene una altura de 3, que es la altura del arbol

(el camino mas largo a un nodo terminal es al nodo 8).
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0 La profundidad del nodo 1, el raiz, es 0. Dicho de otra forma, el nivel

delnodo 1 es 0.

O Los nodos 2, 3 y 4 estan a profundidad 1. Dicho de otra forma, los

nodos 2, 3 y 4 estan en el nivel 1 (con la segunda definicion en el nivel

2).

O Los nodos 5, 6 y 7 estan a profundidad 2. Dicho de otra forma, los

nodos 5, 6 y 7 estan en el nivel 2(con la segunda definicion en el nivel

).

0 La profundidad del nodo 8 es 3. Dicho de otra forma el nodo 3 estd en

el nivel 3 (con la segunda definicion en el nivel 0).

4.2.1 Arboles binarios

Es un érbol (con raiz) tal que el grado de todos sus nodos no es superior a tres.
De aqui se deduce que cada nodo solo puede tener dos hijos como maximo,
conocidos como hijo izquierdo e hijo derecho (una arista es la que viene del padre

y las otras dos de sus posibles hijos).

Se dice que un arbol binario es completo (no confundir con la definicion de
completo en los grafos en general) si todos sus nodos tienen cero o dos hijos; los
que tienen cero hijos son nodos terminales y se caracterizan por estar a la misma
profundidad. Es casi-completo o esencialmente completo si, dado un arbol de
profundidad n, todos los nodos de profundidad n-2 tienen dos hijos y los de
profundidad n-1 tienen 0, 1 (que se representa a la izquierda) ¢ 2 hijos. Ademas se
representan de izquierda a derecha, de manera que los nodos del nivel n-1 que son
no terminales, primero se representan los que tienen 2 hijos, luego el que tiene un

hijo y luego los que son terminales.
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a) Arbol binario completo b) Arbol binario casi-completo

Fig 3.5. Arboles binarios

4.3.MATRIZ DE ADYACENCIA

Es la manera analitica de representar un grafo o un grafo dirigido (pensar que la
manera grafica estd limitada a grafos o digrafos sencillos, ya que, en caso contrario,
serian ilegibles). Segin se trate de un grafo o un digrafo tenemos dos matrices

distintas:

e Grafo no dirigido.- Dado un grafo G={N, A, donde hay n nodos, etiquetados

de 1 a n, la matriz M,, de adyacencia se define como la matriz cuadrada de
dimension n, donde cada elemento m;; (para los valores 1 <i<ny 1 <j<n)
toma el valor 1 6 0:

0 Silaarista {i,j} € A, entonces los elementos m;; y m;; toman el valor 1.

0 Silaarista {i,j} ¢ A, entonces los elementos m;; y m;; toman el valor 0.

e Grafo no dirigido.- Dado un grafo dirigido G=CN, A, donde hay n nodos,

etiquetados de 1 a n, la matriz M, de adyacencia se define como una matriz
cuadrada de dimension n, donde cada elemento mj; (para los valores 1 <i<n

y1<5<n):
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0 Toma el valor 1 si el arco (i,)) € A

0 Toma el valor 0 si el arco (i,j)) ¢ A

recordar que en el grafo dirigido, (i,j) es un par ordenado y por tanto

(1LJ)#G.)

La matriz de adyacencia va a representar, para un nodo concreto, los nodos que

estan conectados a este (caminos de longitud 1):

e Para grafos no dirigidos, los que estan en la fila (columna) del nodo (es una

matriz simétrica).

e Para grafos dirigidos, son los nodos que estdn en la fila y la columna del nodo

en cuestion.

Ejemplo 4.2.

Matriz de adyacencia para el arbol del ejemplo 4.1.

01110000
10001100
10000000
G=(10000010
olo00001
01000000
ooo010000
ooo01000
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DE LA PROPIEDAD INTELECTUAL Comunidad de Madrid

Ref.: 16/2011/2164 )
D/D? Roberto Jos¢ FUENTE LOPEZ

MADRID

Para su conocimiento y efectos oportunos, se le notifica que el Registro Territorial de
la Propiedad Intelectual de la Comunidad de Madrid ha adoptado, con fecha 21 de marzo de
2011, la siguiente Resolucion:

“Vista la solicitud de inscripcion de derechos sobre la obra titulada “Matematica
discreta: conjuntos, combinatoria y grafos”, presentada en el Registro General de la
Propiedad Intelectual, el 2 de agosto de 2010, a la que correspondio el n® M-006425/2010,
y examinada la documentacién aportada junto a ella, ha obtenido calificacion juridica
favorable.

Por ello, de conformidad con lo dispuesto por el articulo 145.2 del Texto Refundido
de la Ley de Propiedad Intelectual, aprobado por Real Decreto Legislativo 1/1996, de 12 de
abril, y de acuerdo con las funciones atribuidas a los Registros Territoriales por el articulo
3 del Reglamento del Registro General de la Propiedad Intelectual, aprobado por Real
Decreto 281/2003, de 7 de marzo,

RESUELVO

Primero.- Practicar la inscripcion de derechos instada por D/D“ Roberto José
FUENTE LOPEZ, sobre la obra titulada “Matemadtica discreta: conjuntos, combinatoria y
grafos”, presentada en el Registro de la Propiedad Intelectual, el 2 de agosto de 2010, a la
que correspondio el n® M-006425/2010.

Segundo.- Remitir al solicitante copia de la matriz correspondiente.”

En cumplimiento de esta Resolucion, se remite copia de la matriz de inscripcion con
n° de asiento registral 16/2011/2164, de fecha 21 de marzo de 2011.

De conformidad con lo establecido en el articulo 145.2 del texto Refundido de la Ley
de Propiedad Intelectual, contra los acuerdos del Registrador podran ejercitarse directamente
ante la jurisdiccién civil las acciones correspondientes.

Madrid, 24 de marzo de 2011

JEFA DE SUBSECCION DE PUBLICIDAD REGIST
D
S

Plaza Descubridor Diego de Ordas, 3
28003 Madrid
Teléfono 917 208 243



REGISTRO GENERAL DE LA PROPIEDAD INTELECTUAL

Segun lo dispuesto en la Ley de Propiedad Intelectual (Real Decreto Legislativo 1/1996, de
12 de abril), quedan inscritos en este Registro los derechos de propiedad intelectual en la
forma que se determina seguidamente:

NUMERO DE ASIENTO REGISTRAL 16 / 2011 / 2164

Titulo: Matematica discreta: conjuntos, combinatoria y grafos
Objeto de propiedad intelectual: Texto
Clase de obra: Cientifica

PRIMERA INSCRIPCION

Autor/es y titular/es originarios de derechos

o Apellidos y nombre: FUENTE LOPEZ, Roberto José
Nacionalidad: ESP D.N.I/N.LF./Pasaporte:

Datos de Ia solicitud

Num. solicitud: M-6425-10
Fecha de presentacion y efectos: 02/08/2010 Hora: 09:38

En Madrid, a veintiuno de marzo de dos mil once
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